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Mantener el dominio de las matematicas

Valor Absoluto

Ejemplo 1 Ordena las expresiones por valor, de menor a mayor: |6/, | -3, 2 10 — 6|
4

|-3|=3 El valor absoluto de un
ndmero negativo es positivo.

|10 —6|=[4] =4

P> Entonces, el orden es %, |=3],|10 — 6] y]6].
—4

Ordena las expresiones por valor, de menor a mayor.
| =5
2|

3. | =8, |-2+8[,|9 1], 9] +|-2] = |1] 4. | -4+ 20|, —|4%|,|5] = |3 « 2], | —15]

1. |4, 12 —9].|6 + 4], —|7| 2. [9-3[]0|, |4

Teorema de Pitagoras

Ejemplo 2 Halla la longitud de lado que falta en el triangulo.

10 cm a?+ b2 =¢? Escribe el teorema de Pitagoras.
102 + b? = 262 Sustituye 10 por a y 26 por c.
100 + b% = 676 Evalta las potencias.
b* = 576 Resta 100 de cada lado.

b=24 Saca la raiz cuadrada positiva de cada lado.

} Entonces, la longitud es 24 centimetros.

Halla la longitud de lado que falta en el tridngulo.

6. 7.
9.6 mm 7.2 mm
7 pies
25 pies
4
9. 10. 3
107¢
12 L pul b
3 Pulg a
1
7 vd

4 pulg

11. RAZOMANIENTO ABSTRACTO Los segmentos de linea que conectan los puntos (x;, y;), (x5, ¥,)s
y (x5, y,) forman un tridngulo. ¢El tridngulo es un tridngulo rectangulo? Justifica tu respuesta.

Soluciones dinamicas disponibles en BigldeasMath.com




I d e
Pra C'“Gag Los estudiantes que dominan las matemdticas razonan de manera

m a-l-e m a’-l-i c a g cuantitativa al crear representaciones vdlidas de los problemas.

Razonar de manera abstracta y cuantitativa

C) Concepto Esencial

El circulo unitario

El circulo unitario es un circulo en el plano de coordenadas.
Su centro estd en el origen y tiene un radio de 1 unidad.
La ecuacidn del circulo unitario es

2+yr=1. Ecuacion del circulo unitario

Como el punto (x, y) comienza en (1, 0) y se mueve en sentido
contrario a las manecillas del reloj alrededor del circulo unitario,
el dngulo 6 (la letra griega theta) se mueve de 0° a 360°.

\.

FAVEM Hallar las coordenadas de un punto en el circulo unitario

Halla las coordenadas exactas del punto (x, y) en el circulo unitario. Ay
0, 1)

SOLUCION
x y)

Dado que 6 = 45°, (x, y) pertenece a la linea y = x.
45° 1(1,0)

X

X2 +yr= Escribe la ecuacion del circulo unitario.

2+ a= Sustituye x por y.

2x2 Suma los términos semejantes.

X2 Divide cada lado entre 2.

Saca la raiz cuadrada positiva de cada lado.

P Las coordenadas de (x, y) son ( D)

3

V2'V2

Monitoreo del progreso

Halla las coordenadas exactas del punto (x, y) en el circulo unitario.

\y 2. Ay
o, 1) o, 1)

30 o
7 a0 N oo ol 27

x ©0,0] x

x ¥ (% y)
(01 - 1 )

/
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CONSTRUIR
ARGUMENTOS
VIABLES

Para dominar las
matematicas, necesitas
entender y usar las

enunciadas, y los
resultados previamente
establecidos al formular
argumentos.

suposiciones y definiciones

>

Trigonometria de triangulo

rectangulo

Pr. egunta esencial ¢ C6émo puedes hallar una funcién trigonométrica

de un angulo agudo de 6?

Considera uno de los dngulos agudos 6 de un tridngulo

rectangulo. Las razones de las longitudes de los lados de g
un tridngulo rectdngulo se usan para definir las seis ‘é’_
funciones trigonométricas, tal como se muestra. 19)
o)
©
Seno sen § = - Coseno cos 0 = ﬂ =
hip. hip.
lado adyacente
Tangente tan 0 = 9. Cotangente cot 0 = ady.
ady. 0
Secante sec § = hip. Cosecante csc 0 = hip.
ady. op.

SCIGLYEGIEN  Funciones trigonométricas de angulos especiales

Trabaja con un compaiiero. Halla los valores exactos de las funciones seno, coseno y
tangente de los dngulos de 30°, 45° y 60° en los tridngulos rectdngulos que se muestran.

60°

30°

V3

EXPLORACION 2 Explorar identidades trigonométricas

Trabaja con un compaiiero.

Usa las definiciones de las funciones trigonométricas para explicar por qué cada
identidad trigonométrica es verdadera.

a. sen 6 = cos(90° — 0) b. cos 6 = sen(90° — 0)
c. sen O = ! dtan6’=L
) csc 6 ) cot 6

Usa las definiciones de las funciones trigonométricas para completar cada identidad
trigonométrica.

e. (sen 0)2 + (cos )2 = f. (sec 6)2 — (tan 6)? =

Comunicar tu respuesta

3. (Cdémo puedes hallar una funcién
trigonométrica de un dngulo agudo 6? y

4. Usa una calculadora para hallar las
longitudes x y y de los catetos del 25
tridngulo rectdngulo que se muestra.
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Vocabulario Esencial

seno, pag. 462
coseno, paqg. 462
tangente, pag. 462
cosecante, pdg. 462
secante, pag. 462
cotangente, pag. 462

Anterior

tridangulo rectangulo
hipotenusa

angulo agudo

Teorema de Pitagoras
reciproco

angulos complementarios

RECUERDA

Qué aprenderas

P Evaluar las funciones trigonométricas de los angulos agudos.

P Hallar las longitudes de lado desconocidas y las medidas de los angulos de
los tridangulos rectangulos.

P Usar funciones trigonométricas para resolver problemas de la vida real.

Las seis funciones trigonométricas

Considera un tridngulo rectangulo que tiene un
angulo agudo 6 (la letra griega theta). Los tres lados
del tridngulo son la hipotenusa, el lado opuesto a 6,y
el lado adyacente a 6.

hipotenusa
lado
opuesto
Las razones de las longitudes de los lados de un tridngulo
rectangulo se usan para definir las seis funciones [ |
trigonométricas: seno, coseno, tangente, cosecante, lado adyacente
secante y cotangente. Las abreviaturas de estas seis
funciones son sen, cos, tan, csc, sec y cot, respectivamente.

&) Concepto Esencial

Definiciones de las funciones trigonométricas de un
triangulo rectangulo

Imagina que 6 es un angulo agudo de un tridngulo rectdngulo. Las seis funciones
trigonométricas de 6 estdn definidas tal como se muestra:

sen 6 = .opuesto cos 0 = a.dyacente tan g = _opuesto
hipotenusa hipotenusa adyacente
csc 6 = hipotenusa sec 0 = hipotenusa cot 6 = adyacente
opuesto adyacente opuesto

Las abreviaturas op., ady. e hip. se usan a menudo para representar las longitudes
de los lados del tridngulo rectdngulo. Observa que las razones en la segunda fila
son reciprocas de las razones en la primera fila.

El teorema de Pitagoras

1

1

expresa que a2 + b? = 2
para un triangulo rectdngulo \_
con hipotenusa de longitud ¢

csc 0 =—— sec 0 = cot 0=

sen 0 cos 0

tan 0

y catetos de longitudes a 'y b.

462 Capitulo 9

EJEMPLO 1

Evaluar las funciones trigonométricas

Evalda las seis funciones trigonométricas del angulo 6. )
0 hipotenusa

SOLUCION 5

Segtn el teorema de Pitdgoras, la longitud de la 12
hipotenusa es

hip. = V52 + 122

= V169

=13.

Usando ady. = 5, op. = 12 e hip. = 13, los valores de las seis funciones
trigonométricas de 6 son:

_op. _ 12 _ady. _ 5 _op. _ 12
0=—"—=—= 0=—"=—= tan = — = —=
YT hip. T 13 T hip. 13 MYy, 5

hip. _ 13 hip 13 ady. _ 5
ese op. 12 se¢ ady. 5 €0 op. 12

Razones y funciones trigonométricas



(AP Evaluar las funciones trigonométricas

.z < < 4 , .
En un tridngulo rectangulo, 6 es un dngulo agudo y sen 6 = =. Evalda las otras cinco
funciones trigonométricas de 6.

SOLUCION

Paso 1 Dibuja un tridngulo rectangulo con un dngulo agudo 6
de tal manera que el cateto opuesto a 6 tenga una 7
longitud de 4 y la hipotenusa tenga una longitud de 7. 4
[ ]
ady. = /33

Paso 2 Halla la longitud del lado adyacente. Segtin el teorema
de Pitdgoras, la longitud del otro cateto es

ady. = V72 — 42 = V/33.

Paso 3 Halla los valores de las cinco funciones trigonométricas restantes.

Dado que sen 6 = %, csc = hip. = % Los otros valores son:
0080:&:@ tanﬂ: Op.: 4 :4\/g
hip. 7 ady. /33 33
woghip _ 7 7V o ady. V33
ady. /33 33 op. 4

: N
Monitoreo del progreso *}'V Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

Evalia las seis funciones trigonométricas del angulo 6.

1. 2 3,
3 REVAE

4

. . . 7 .
4. En un tridgngulo rectdngulo, 6 es un dngulo agudo y cos 6 = 1. Evalda las otras
cinco funciones trigonométricas de 6.

Los dngulos de 30°, 45° y 60° ocurren frecuentemente en trigonometria. Puedes
usar los valores trigonométricos de estos dngulos para hallar longitudes de los lados
desconocidas en los tridngulos rectdngulos especiales.

G Conceptos E<enciales

Valores trigonométricos para angulos especiales

La tabla da los valores de las seis funciones trigonométricas de los dngulos de 30°,
45°y 60°. Puedes obtener estos valores de los tridngulos que se muestran.

0 senf|cosf|tanf | cschH | secH | cot o
O o | L[], ] s
2 /30 /3 2 2 3 3
45°
V2 ! 45° Va | V2 1 V2 | V2 1
60° 45° 2 2
1 1

2 2 3 3
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LEER

A lo largo de este capitulo,
se usa una letra mayuscula
para denotar tanto un
angulo de un tridngulo
como su medida. La misma
letra en minuscula se usa
para denotar la longitud
del lado opuesto a ese
angulo.

| >

a

A b C

Hallar las longitudes de lados y las medidas de angulos

Hallar una longitud de lado desconocida

Halla el valor de x para el tridngulo rectdngulo.
8
SOLUCION m
L

Escribe una ecuacién usando una funcién trigonométrica que X
incluya la razén entre x y 8. Resuelve la ecuacion para x.

cos 30° = %g’ Escribe la ecuacion trigonométrica.
g = % Sustituye.
4V3 =x Multiplica cada lado por 8.

P Lalongitud del lado es x = 4V3 = 6.93.

Hallar todas las longitudes desconocidas de los lados y las medidas de los 4ngulos
de un tridngulo se denomina resolver el tridngulo. Resolver tridngulos rectangulos
que tengan dngulos agudos distintos de 30°, 45° y 60° puede requerir el uso de una
calculadora. Asegurate de que la calculadora esté en modo grado.

Usar una calculadora para resolver un
tridangulo rectangulo
B

Resuelve AABC. c
a

SOLUCION ]
. i A b=15 C
Dado que el tridngulo es un tridngulo rectangulo,

A 'y B son angulos complementarios. Entonces, B = 90° — 28° = 62°.

Luego, escribe dos ecuaciones usando funciones trigonométricas, una que incluya la
razén de a y 15, y una que incluya c y 15. Resuelve la primera ecuacién paraa y la
segunda ecuacidn para c.

tan 28° = —P- Escribe la ecuacién trigonométrica. sec 28° — hip.
ady. ady.
tan 28° = % Sustituye sec 28° = <
15 ve 15
15(tan 28°) = a Resuelve para hallar la variable. 15(%) =c
cos 28
798 =a Usa una calculadora. 16.99 = ¢

P Entonces, B = 62°,a =~ 7.98,y ¢ = 16.99.

. N
Monitoreo del progreso 43‘” Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

5. Halla el valor de x para el tridngulo rectdngulo
que se muestra.

X
Resuelve AABC usando el diagrama a la izquierda y las medidas dadas.
6. B=45°,¢c=5 7. A=32°b=10
8. A=171%¢=20 9. B=60°%a=17
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HALLAR UN PUNTO
DE ENTRADA

La funcion tangente se

usa para hallar la distancia
desconocida porque incluye

la razén entre x y 2.

>

Resolver problemas de la vida real

EJEMPLO 5 Usar medidas indirectas

Haces una caminata cerca de un cafién. Al estar de
pie en A, mides un dngulo de 90° entre By C, tal
como se muestra. Luego caminas a B 'y mides un
dngulo de 76° entre A y C. La distancia entre A y B
es de aproximadamente 2 millas. ;Qué tan ancho es
el cafidn entre A y C?

SOLUCION
tan 76° = % Escribe la ecuacién trigonométrica.
2(tan 76°) = x Multiplica cada lado por 2.
8.0~=x Usa una calculadora.

P El ancho es de aproximadamente 8.0 millas.

Si miras a un punto sobre ti, como la parte mds alta
de un edificio, el angulo que forma tu linea de visién
con una linea paralela al suelo se denomina dngulo de
elevacion. En la parte mas alta del edificio, el angulo
entre una linea paralela al suelo y tu linea de visién
se denomina dngulo de depresion. Estos dos dngulos
tienen la misma medida.

SISO Usar un angulo de elevacion

Un parasailer estd enganchado a un bote con una soga de 72 pies de largo. El dangulo de
elevacion del bote al parasailer es de 28°. Estima la altura del parasailer sobre el bote.

elevacion

SOLUCION

Paso 1 Dibuja un diagrama que represente la situacion.

72 pies
ol
[

Paso 2 Escribe y resuelve una ecuacién para hallar la altura A.

sen 28° = 7h—2 Escribe la ecuacion trigonométrica.
72(sen 28°) = h Multiplica cada lado por 72.
33.8=nh Usa una calculadora.

P Laaltura del parasailer sobre el bote es de aproximadamente 33.8 pies.

5 M
Monitoreo del progreso 4)\’/ Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

10. En el Ejemplo 5, halla la distancia entre By C.

11. {QUE PASA SI? En el Ejemplo 6, estima la altura del parasailer sobre el bote si el
dngulo de elevacion es de 38°.
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9-1 E]EI‘CICIOS Soluciones dinamicas disponibles en BigldeasMath.com

— Verificacion de vocabulario y concepto esencial

1. COMPLETAR LA ORACION En un tridngulo rectdngulo, las dos funciones trigonométricas de 6 que estin
definidas usando las longitudes de la hipotenusa y el lado adyacente a 6 son y

2. VOCABULARIO Compara un dngulo de elevacion con un angulo de depresion.
3. ESCRIBIR Explica lo que significa resolver un tridngulo rectdngulo.

4. DISTINTAS PALABRAS, LA MISMA PREGUNTA Cudl es diferente? Halla “ambas” respuestas.

(Cudl es la cosecante de 6?

; Cual ?
(Cudles — —,
6 4
(Cual es la raz6n entre el lado opuesto a 0y la hipotenusa?
(Cudl es la razén entre la hipotenusa y el lado opuesto a 6? o []
Monitoreo del progreso y Representar con matematicas
En los Ejercicios 5-10, evalia las seis funciones 12. ANALIZAR RELACIONES Evalua las seis funciones
trigonométricas del angulo 6. (Consulta el Ejemplo 1). trigonométricas del dngulo 90° — 6 en los Ejercicios
5 6 5-10. Describe las relaciones que observas.
. > .
En los Ejercicios 13-18, imagina que 6 es un angulo
9 8 agudo de un triangulo rectangulo. Evalia las otras cinco
funciones trigonométricas de 0. (Consulta el Ejemplo 2).
12 6 13. sen0=% 14. cosOZ]S—2
7 8. 9 ; 15. tan g =1 16. csc6=12
7 5 B
17. sec 6 = %
[ |
18. cot = 1>
9. 10. 14
10 19. ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error
(i l cometido al hallar sen 6 del tridngulo siguiente.
18 26
17 8
11. RAZONAR Imagina que 6 es un tridngulo agudo de un
tridngulo recto. Usa las dos funciones trigonométricas :
£/ 15
4 oo
tan 6 = g sec 0= % para dibujar y rotular el
tridngulo rectdngulo. Luego evalda las otras cuatro
funciones trigonométricas de 6. sen = Op: ZNlE]
hip. 17
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20. ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error
cometido al hallar csc 6, dado que 6 es un dngulo
agudo de un tridngulo rectangulo y cos 6 = %

En los Ejercicios 21-26, halla el valor de x del triangulo
rectangulo. (Consulta el Ejemplo 3).

21. 22.
T/
2L L 42.
23. 30° 24. 30°
43.
25. 26.

12 13
X X
8 7
[] [
X X

USAR HERRAMIENTAS En los Ejercicios 27-32, evalia
la funcion trigonométrica usando una calculadora.
Redondea tu respuesta a 4 lugares decimales.

44.

27. cos 14° 28. tan 31°

45,
29. csc 59° 30. sen23°
31. cot6° 32. secll®

En los Ejercicios 33—40, resuelve AABC usando el
diagrama y las medidas dadas. (Consulta el Ejemplo 4).

A
b C
C a B
33. B=36"a=23 34. A=27°b=09
35. A=55°a=17 36. B=16°b= 14
37. A=43°b=31 38. B=31°%a=23
39. B=72°c=128 40. A=64°a=74 46.
Seccion 9.1

41.

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Para medir el
ancho de un rio, plantas una estaca en un lado del rio,
directamente frente a una roca. Luego caminas

100 metros a la derecha de la estaca y mides un
angulo de 79° entre la estaca y la roca. ;Cudl es el
ancho w del rio? (Consulta el Ejemplo 5).

— 100 m ’
REPRESENTAR CON MATEMATICAS El ferrocarril
turfstico Katoomba en Australia tiene la via ferroviaria
mds empinada del mundo. La via ferroviaria forma

un dngulo de aproximadamente 52° con el suelo. Los
rieles se extienden horizontalmente aproximadamente
458 pies. (Cudl es la altura de la via ferroviaria?

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Una persona
cuyo nivel de los ojos es 1.5 metros sobre el suelo estd
de pie a 75 metros de la base del Edificio Jin Mao en
Shanghai, China. La persona estima que el dngulo

de elevacidn hasta la parte mas alta del edificio es de
aproximadamente 80°. ;Cuadl es la altura aproximada
del edificio? (Consulta el Ejemplo 6).

REPRESENTAR CON MATEMATICAS La pendiente
Duquesne, en Pittsburgh, Pensilvania, tiene un dngulo
de elevacién de 30°. La via férrea tiene una longitud
de aproximadamente 800 pies. Halla la altura de la
pendiente.

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Estés de pie
en el mirador de la Terraza Grand View en el Monte
Rushmore, a 1000 pies de la base del monumento.

a. Miras hacia la cima del Monte Rushmore en
un dngulo de 24°. ;Qué tan alta estd la cima del
monumento desde donde estds parado? Presupén que
tu nivel de los ojos estd a 5.5 pies sobre el mirador.

b. La elevacion de la Terraza Grand View es de
5280 pies. Usa tu respuesta de la parte (a) para hallar
la elevacién de la cima del Monte Rushmore.

ESCRIBIR Escribe un problema de la vida real que se
pueda resolver usando un tridngulo rectangulo. Luego
resuelve tu problema.
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47. CONEXIONES MATEMATICAS El Trépico de Céncer es

48.

49,

.

25,000 pies o

Haz la conversion indicada.

el circulo de latitud mas

hacia el norte del ecuador Trépico de Polo Norte

donde el sol puede brillar  czncer <227° 23.5°
desde el cénit. Estd ~ ecuador < é/ '

situado a 23.5° al norte del
ecuador, tal como se
muestra.

Polo Sur

a. Halla la circunferencia del Trépico de Cancer
usando 3960 millas como el radio aproximado
de la Tierra.

b. (Cuadl es la distancia entre dos puntos en el
Trépico de Cancer que estan situados directamente
uno frente al otro?

¢COMO LO VES? Usa la figura para contestar cada
pregunta.

h
Yi90° — o

X

a. (/Qué lado es adyacente a 6?
b. (Qué lado es el opuesto de 6?

c. cos 6 = sen(90° — 6)? Explica.

RESOLVER PROBLEMAS Un pasajero en un avién ve
dos pueblos directamente a la izquierda del avién.

25°

a. ;Cudl es la distancia d del avién al primer pueblo?

b. ;Cudl es la distancia horizontal x del avidn al
primer pueblo?

c. ;/Cudl es la distancia y entre los dos pueblos?
Explica el proceso que usaste para hallar tu
respuesta.

50.

51.

52.

53.

RESOLVER PROBLEMAS Mides el angulo de
elevacion desde el suelo hasta la parte mas alta de un
edificio y la medicién da 32°. Si te mueves 50 metros
mas cerca del edificio, el dngulo de elevacion es 53°.
(Cudl es la altura del edificio?

ARGUMENTAR Tu amigo dice que es posible dibujar

un tridngulo rectangulo de manera que los valores de la
funcién coseno de los dngulos agudos sean iguales. ;/Es
correcto lo que dice tu amigo? Explica tu razonamiento.

ESTIMULAR EL PENSAMIENTO Considera un
semicirculo con un radio de 1 unidad, tal como se
muestra a continuacion. Escribe los valores de las seis
funciones trigonométricas del dngulo 6. Explica tu
razonamiento.

PENSAMIENTO CRITICO Un procedimiento para
aproximar 7 basado en la obra de Arquimedes es
inscribir un hexdgono regular en un circulo.

3091\ 30°

a. Usa el diagrama para resolver x. ;Cudl es el
perimetro del hexdgono?

b. Demuestra que un poligono regular de n lados
inscrito en un circulo de radio 1 tiene un
perimetro de

2n e sen(@) .
n

c. Usa el resultado en la parte (b) para hallar una
expresion en términos de n que se aproxime a 7.
Luego evalua la expresién cuando n = 50.

oS Manfener e, dOMinio de las mafema"ﬁcas Repasar lo que aprendiste en grados y lecciones anteriores

54. 5 afios a segundos 55.

(Manual de revision de destrezas)

57. r = 6 centimetros 58.

12 pintas a galones

r = 11 pulgadas

(Manual de revision de destrezas)

Halla la circunferencia y el area del circulo con el radio o didmetro dado.

56. 5.6 metros a milimetros.

59. d = 14 pies

468
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Angulos y medida radian

Pr 6gun1'a egencial (Como puedes hallar la medida de un dngulo

en radianes?

Imagina que el vértice de un dngulo estd en el origen, con un lado del dngulo en el eje x
positivo. La medida radidn del dngulo es una medida de la longitud del arco intersecado
en un circulo de radio 1. Para convertir grados a medida en radianes, usa el hecho de que

7r radians -1
180°

SCIGTVNEALIEN  Escribir medidas de angulos en radianes

Trabaja con un compaiiero. Escribe la medida en radianes de cada dngulo con la
medida en grados dada. Explica tu razonamiento.

a. “y b-
90°
medida 135 45
en radianes
e 0 >
_ 180° 360° X x
medida i
en grados 330
225° 315°
270°
Y Y

STV  Escribir medidas de angulos en grados

Trabaja con un compaiero. Escribe la medida en grados de cada angulo con la
medida en radianes dada. Explica tu razonamiento.

medida
en grados
7w
medida 9
en radianes

X
1M 61
RAZONAR 9 9
DE MANERA
ABSTRACTA
Para dominar las
matematicas, necesitas P
darle sentido a las comu”'car tu respuegta
::Ir‘; tcli(f) aniiseynsriiuaciones 3. (Cémo puedes hallar la medida de un dngulo
y problemas en radianes? Y
- {> 4. Lafigura muestra un dngulo cuya medida es de
30 radianes. ;Cudl es la medida del 4ngulo en
grados? ;Cudntas veces mayor es 30 radianes que X
30 grados? Justifica tus respuestas.
30 radianes
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Qué aprenderas

p Dibujar angulos en posicién estandar.
P Hallar angulos coterminales.

Vocabulario Esencial

P Usar la medida en radianes.
lado inicial, pag. 470
lado terminal, pdg. 470
posicion estandar, pag. 470
coterminal, pag. 471
radian, pdg. 471
sector, pag. 472
angulo central, pdg. 472

Dibujar angulos en posicién estandar
En esta leccion, desarrollaras tu estudio de los dngulos para incluir 4ngulos con
medidas que puedan ser cualquier nimero real.

Gy Concepto Esencial

lado terminal estd a 60°
en sentido contrario a
las manecillas del reloj
pasado el eje x negativo.

240°

60°

lado terminal hace una
rotacién completa de
360° en sentido contrario
a las manecillas del reloj
mas 140° adicionales.

y

140°

A
Y

500°

Anterior Angulos en posicién estandar
radio de un circulo En un plano de coordenadas, un dngulo se Iadc9)0 o
L circunferencia de un circulo puede formar fijando un rayo, denominado el terminal
lado inicial, y rotando el otro rayo, denominado \<\ 0°
el lado terminal, alrededor del vértice. ~ >
180° vértice| lado 360{,
Un angulo estd en posicion estandar cuando su inicial
vértice estd en el origen y su lado inicial pertenece
L al eje x positivo. Y 270°
La medida de un angulo es positiva cuando la rotacién de su lado terminal es en sentido
contrario a las manecillas del reloj y es negativa cuando la rotacion es en sentido de las
manecillas del reloj. El lado terminal de un dngulo puede rotar mas de 360°.
SN Dibujar angulos en posicion estandar
Dibuja un dngulo con la medida dada en posicion estandar.
a. 240° b. 500° c. —50°
SOLUCION
a. Dado que 240° estd a b. Dado que 500° estd a ¢. Dado que —50°es
60° mas que 180°, el 140° mas que 360°, el negativo, el lado

terminal estd a 50° en
sentido de las manecillas
del reloj del eje x
positivo.

A

|
Ul
LY

. \
Monitoreo del progreso ‘3\“ Ayuda en inglés y espafiol en BigldeasMath.com

Dibuja un angulo con la medida dada en posicion estandar.
1. 65° 2. 300° 3. —120° 4. —450°
470 Capitulo 9 Razones y funciones trigonométricas



Hallar angulos coterminales

En el Ejemplo 1(b), los dngulos 500° y 400° son coterminales porque sus lados
terminales coinciden. Un dngulo coterminal con un dngulo dado se puede hallar
CONSEJO DE sumando o restando miiltiplos de 360°.

ESTUDIO

Si la diferencia de dos

angulos es un multiplo de

360°, entonces los angulos
- son coterminales.

EJEMPLO 2 EGEIES angulos coterminales

Halla un dngulo positivo y un dngulo negativo que sean coterminales con (a) —45°
y (b) 395°.

SOLUCION

Hay muchos dngulos con esas caracteristicas, dependiendo de qué miltiplo de 360° se
sume o se reste.

a. —45° + 360° = 315° b. 395° — 360° = 35°
—45° — 360° = —405° 395° — 2(360°%) = —325°
y

. N
Monitoreo del progreso ‘»’ Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

Halla un angulo positivo y un angulo negativo que sean coterminales con el
angulo dado.

5. 80° 6. 230° 7. 740° 8. —135°
CONSEJO DE Usar la medida en radianes
ESTUDIO ) y . .
B _ Los angulos también se pueden medir en radianes.
Nota gue 1 radian equivale Para definir un radian, considera un circulo de radio r AY
aproximadamente a 57.3°. centrado en el origen, tal como se muestra. Un radian
180° = 7 radianes es la medida de un dngulo en posicién §sténdar cuyo r
lado terminal interseca un arco de longitud r. r
180° .
= 1radian Dado que la circunferencia de un circulo es de 27, < —> >
77 . . 1 radian x
_ hay 27 radianes en un circulo completo. Entonces,
57.3° = 1 radian la medida en grados y la medida en radianes estan
L [> relacionadas por la ecuacién 360° = 277 radianes, o
180° = 7r radianes. !

G Concepto Esencial

Convertir entre grados y radianes
Grados a radianes Radianes a grados
Multiplica la medida en grados por Multiplica la medida en radianes por
7 radianes 180°
L 180° 7 radianes’
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472

LEER

La unidad “radianes” a
menudo se omite. Por

. . o
ejemplo, la medida 13
radianes se puede escribir

—simplemente como —

Capitulo 9

>

1

T
12°

[F[ANEGEN Cconvertir entre grados y radianes

Convierte la medida en grados a radianes o la medida en radianes a grados.

o _T
a. 120 b. 2
SOLUCION
o _ 7 radianes T _ (T 180°
a. 120°= 120 grael"g(mo gradtfs) LT ( 12 md}aﬂes)(w;adiaﬂeﬁ)
_ 27 — <o
=3 15
Resumen de conceptos
Medidas en grados y radianes de angulos especiales
El diagrama muestra medidas equivalentes medida

en grados y radianes para angulos especiales

en radianes
de 0° a 360° (0 radianes a 27 radianes). 3

3

EE ]

Puede serte util memorizar las medidas 5 120° %0 60°

equivalentes en grados y radianes de los 135 4

X : : 150° : 30°
dngulos especiales en el primer cuadrante medida
en grados

ol

o = T adi 180° 0 X
y para 90° = 2 radianes. Todos los otros o
éngullos especiales que se muestran son 210°
multiplos de estos dngulos. I 225° 117
6 6
57
4

.

. \
Monitoreo del progreso ‘»’ Ayuda en inglés y espafiol en BigldeasMath.com

Convierte la medida en grados a radianes o la medida en radianes a grados.

9. 135° 10. —40° 1. 5777 12. —6.28

Un sector es una regién de un circulo que estd unida por dos radios y un arco del
circulo. El angulo central 0 de un sector es el angulo formado por los dos radios.

Hay férmulas simples para la longitud del arco y el 4rea de un sector cuando el dngulo
central se mide en radianes.

G Concepto E<encial

Longitud del arco y area de un sector

La longitud del arco s y el drea A de un sector
con radio r y dngulo central 6 (medido en

radianes) son las siguientes.
longitud

del arco
s

Longitud del arco: s = rf

angulo

A q _1.2
Area: A 2r¢9 central 6

Razones y funciones trigonométricas



ERROR COMUN

Debes escribir la medida
de un angulo en radianes
cuando uses estas
férmulas para la longitud
de arcoy el area de un
sector.

OTRA MANERA

Dado que el angulo
central es 90°, el sector
representa % de un circulo
con un radio de 200 pies.
Entonces,

SN RN Representar con matematicas

Un campo de s6ftbol forma un sector con las dimensiones que se muestran. Halla la
longitud del cerco exterior y del drea del campo de juego.

SOLUCION -
1.

. Verificalo Para verificar el drea del campo,

Comprende el problema Te dan las
dimensiones de un campo de séftbol. Te
piden hallar la longitud del cerco exterior y

el drea del campo de juego. 200 pies

Haz un plan Halla la medida del angulo
central en radianes. Luego usa las férmulas
de longitud de arco y de area de un sector.

———200 pies ————

Paso 1 Convierte la medida del 4ngulo central a radianes.

Resuelve el problema

90° = 90 erad s’( g f)admnes)

T .
= 2 radianes

Paso 2 Halla la longitud del arco y el area del sector.

Longitudes del arco: s = r0 Area: A = %ﬂo

- ™ _1 2 7_7)
200( 2) 200) ( :
= 1007 = 10,0007
~314 ~ 31416

P Lalongitud del cerco exterior es de aproximadamente 314 pies. El drea del
campo es de aproximadamente 31,416 pies cuadrados.

considera el cuadrado que se forma usando
los dos lados de 200 pies.

Al dibujar la diagonal, puedes ver que el
area del campo es menor que el drea del
cuadrado pero mayor que la mitad del
area del cuadrado.

200 pies

( % « (érea del cuadrado) j

(érea del cuadrado )

200 pies

1 ? ?
5(200)2 < 31,416 < 20072

20,000 < 31,416 < 40,000 /

5 N
Monitoreo del progreso 4"7’ Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com
13. {QUE PASA SI? En el Ejemplo 4, el cerco exterior estd a 220 pies de la base del

bateador. Estima la longitud del cerco exterior y el drea del campo de juego.
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9.2 Ejercicios

Soluciones dinamicas disponibles en BigldeasMath.com

—Verificacion de vocabulario y concepto esencial

—90° 450°

1. COMPLETAR LA ORACION Un 4ngulo estd en posicién estdndar cuando su vértice esté en el
y su pertenece al eje x positivo.

2. ESCRIBIR Explica cémo el signo de la medida de un dngulo determina su direccién de rotacion.
3. VOCABULARIO En tus propias palabras, define un radidn.

4. ;CUAL NO CORRESPONDE? ;Qué dngulo no pertenece al grupo de los otros tres? Explica.

90° —270°

Monitoreo del progreso y Representar con matematicas

En los Ejercicios 5-8, dibuja un angulo con las medidas
dadas en posicion estandar. (Consulta el Ejemplo 1).

5. 110° 6. 450°

7. —900° 8. —10°

En los Ejercicios 9-12, halla un angulo positivo y un
angulo negativo que sean coterminales con el angulo
dado. (Consulta el Ejemplo 2).

9. 70° 10. 255°
11. —125° 12. —800°
En los Ejercicios 13-20, convierte la medida en grados

a radianes o la medida en radianes a grados.
(Consulta el Ejemplo 3).

13. 40° 14. 315°
15. —260° 16. —500°
3
1. = 18. 27
9 4
19. -5 20. 12

21. ESCRIBIR El lado terminal de un dngulo en posicién
estdndar rota un sexto de una revolucion en sentido
antihorario del eje x positivo. Describe cémo hallar la
medida del dngulo en grados y radianes.

474 Capitulo 9

22. FINAL ABIERTO Usando la medida en radianes, da
un angulo positivo y un dngulo negativo que sean
coterminales con el dngulo que se muestra. Justifica
tus respuestas.

A
<Y

315°

ANALIZAR RELACIONES En los Ejercicios 23-26, une la
medida del angulo con el angulo.

A

: )
5

A

23. 600° 2, 27
4
25. 5?7’ 26. —240°
A' \<I\ B. Aﬁ
: l :X 1 W :X
C. y D. Ay\
\l/ g >

Razones y funciones trigonométricas



27. REPRESENTAR CON MATEMATICAS La terraza
de observacién de un edificio forma un sector
con las dimensiones que se muestran. Halla la
longitud de la baranda de seguridad y el 4rea de la
terraza. (Consulta el Ejemplo 4).

baranda

10 yd de seguridad

90°

10 yd

28. REPRESENTAR CON MATEMATICAS Enla
competencia masculina de lanzamiento de bala de los
Juegos Olimpicos de Verano de 2012, la longitud del
lanzamiento ganador fue 21.89 metros. El lanzamiento
de la bala debe caer dentro de un sector que tenga un
angulo central de 34.92° para ser considerado vélido.

a. Los encargados dibujan un arco a través del area
de la zona de caida, marcando el tiro mds lejano.
Halla la longitud del arco.

b. Todos los tiros vdlidos de las olimpiadas de 2012
cayeron dentro de un sector delimitado por el arco
de la parte (a). ;Cudl es el area de este sector?

29. ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error
cometido al convertir la medida en grados a radianes.

X 24° = 24W(M

T radianes

_ 4320

radianes
T

=~ 1375.1 radianes

30. ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error
cometido al hallar el drea de un sector con un radio de
6 centimetros y un dngulo central de 40°.

X A= %(6)2(40) = 720 cm?

31. RESOLVER PROBLEMAS Si un tocadiscos CD lee
informacion desde el borde exterior de un CD, el CD
gira aproximadamente a 200 revoluciones por minuto.
A esa velocidad, ;por qué dngulo gira un punto en el
CD en un minuto? Da tu respuesta tanto en medidas
en grados como en radianes.

32. RESOLVER PROBLEMAS Trabajas cada sabado de
9:00 A.M. a 5:00 p.m. Dibuja un diagrama que muestre
la rotacién completada por la manecilla de la hora
de un reloj durante ese tiempo. Halla la medida del
angulo generado por la manecilla de la hora tanto en
grados como en radianes. Compara este dngulo con el
angulo generado por el minutero desde las 9:00 A.M.
hasta las 5:00 p.m.

USAR HERRAMIENTAS En los Ejercicios 33—-38, usa una
calculadora para evaluar la funcién trigonométrica.

33. cos 4777 34. sen %T

107 (-6
35. csc T 36. cot 5
37. cot(—14) 38. cos6

39. REPRESENTAR CON MATEMATICAS El
limpiaparabrisas trasero de un carro rota 120°, tal
como se muestra. Halla el 4rea limpiada por la pluma.

40. REPRESENTAR CON MATEMATICAS Un cientifico
llevé a cabo un experimento para estudiar los efectos
de la fuerza de gravedad en los seres humanos. Para
que los humanos experimentaran el doble de la
gravedad de la Tierra, se les ubicé en una centrifuga
de 58 pies de largo y se les hizo girar a una velocidad
de 15 revoluciones por minuto.

a. /Por cudntos radianes rotaron las personas
cada segundo?

b. Halla la longitud del arco por el cual las personas

rotaron cada segundo.
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41.

42.

43.

RAZONAR En astronomia, el terminador es la linea
que separa el dia de la noche en un planeta, que divide
el planeta en regiones de dia y regiones de noche. El
terminador se mueve por la superficie de un planeta en
la medida en que el planeta rota. El terminador de la
Tierra necesita aproximadamente 4 horas para cruzar
los Estados Unidos continentales. ;Por qué dngulo ha
rotado la Tierra durante este tiempo? Da tu respuesta
en medidas en grados y en radianes.

44.

terminador

45.

¢COMO LO VES? Usa la grifica para hallar la
medida de 6. Explica tu razonamiento.

AY

0
~

A
Y
xY

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Un tablero de
dardos estd dividido en 20 sectores. Cada sector tiene un
valor en puntaje de 1 a 20 y tiene regiones sombreadas
que duplican o triplican este valor. A continuacién se
muestra un sector. Halla las dreas del sector completo,
de la regién que duplica el puntaje y de la regién que

lo triplica.

47.

3 pulg
gp

3pulg
P A

e
doble

3 Hul
\/3Apug

—= triple

— 5
68 pulg\/

ESTIMULAR EL PENSAMIENTO 7 es un nimero
irracional, lo que significa que no se puede escribir
como la razén de dos nimeros enteros. Sin embargo,
ar se puede escribir exactamente como una fraccion
continua, de la siguiente manera.

1

3+
7+

15 +
1+

292 +
1+

-

l+...

Demuestra como usar esta fraccidon continua para
obtener una aproximacién decimal de 7.

ARGUMENTAR Tu amigo dice que cuando la longitud
del arco de un sector es igual al radio, el drea se puede

2
dar mediante A = 3. (Es correcto lo que dice tu
amigo? Explica.

RESOLVER PROBLEMAS Una escalera en espiral
tiene 15 escalones. Cada escaldn es un sector con un

radio de 42 pulgadas y un dngulo central de 7§T

a. ;/Cudl es la longitud del arco formado por el borde
exterior del escalon?

b. (Por qué angulo rotarias al subir las escaleras?

c. (Cuantas pulgadas cuadradas de alfombra
necesitarias para cubrir los 15 escalones?

REPRESENTACIONES MULTIPLES Hay 60 minutos en
1 grado de arco, y 60 segundos en 1 minuto de arco.
La notacién 50° 30" 10" representa un dngulo con una
medida de 50 grados, 30 minutos y 10 segundos.

a. Escribe la medida del dngulo 70.55° usando la
notacién anterior.

b. Escribe la medida del angulo 110° 45’ 30" a
la centésima de grado mds cercana. Justifica tu
respuesta.

(— Mantener e' dOMiniO de lag mafGMéticas Repasar lo que aprendiste en grados y lecciones anteriores

Halla la distancia entre los dos puntos. (Manual de revision de destrezas)

48. (1,4),(3,6) 49. (-7, —13),(10,8)

50. (—3,9),(—3,16) 51. (2,12),(8, —5)

52. (—14, —22),(—20, —32) 53. (4,16),(—1,34)
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Funciones trigonomeétricas de

cualquier angulo

Pr. egunta esencial ¢ C6émo puedes usar el circulo unitario para

definir las funciones trigonométricas de cualquier angulo?

Imagina que 6 es un dngulo en posicién estdndar con un punto (x, y) en el lado

terminal de 6y r = \/x> + y* # 0. Las seis funciones trigonométricas de 6 estin
definidas tal como se muestra.

sen O =

S I

csc(9=£,y¢0
y

=

cos == sec(9=£,x¢0
r X

" 7

tan0=x,x¢0 cot0=£,y¢0
X y

SCIGTYNGIEN  Escribir funciones trigonomeétricas

Trabaja con un compafiero. Halla el seno, coseno y la tangente del dngulo 6 en posicién
estandar cuyo lado terminal interseca el circulo unitario en el punto (x, y) que se muestra.

xY
A

xY
A

<Y

a (71’\@) AY b. (ji) Ay c. Ay
. AL D
: k/ i 1 / i : k_) i
0, -1
Y \ Y
d. Ay e. Ay f. Ay
\ y

(l,—\/§) (L ;1)
/ 2 Y V2 V2
CONSTRUIR

ARGUMENTOS

VIABLES

Para dominar las

matematicas, necesitas .
comprender y usar las Comunicar tu respuesta
suposiciones enunciadas y 2

. . (Coémo puedes usar el circulo unitario para definir las funciones trigonométricas de
los resultados previamente

cualquier angulo?

establecidos.
- {> 3. (Para qué dngulos son indefinidas cada una de las funciones? Explica tu razonamiento.

a. tangente b. cotangente c. secante d. cosecante
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Qué aprenderas

P Evaluar funciones trigonométricas de cualquier angulo.
P Hallar y usar dngulos de referencia para evaluar funciones trigonométricas.

Vocabulario Esencial

circulo unitario, pag. 479 Funciones trigonométricas de cualquier angulo
angulo cuadrantal, pdg. 479

. . , Puedes generalizar las definiciones del tridngulo rectdngulo de las funciones
angulo de referencia, pag. 480

trigonométricas de manera que rijan para cualquier 4ngulo en posicién estandar.
Anterior
circulo

adio Gy Concepto Esencial

Teorema de Pitadgoras
\

Definiciones generales de las funciones trigonométricas

Imagina que 6 es un dngulo en posicion estandar Ay
y que (x, y) es el punto en el que el lado terminal de

0 interseca el circulo x2 4+ y> = 2. Las seis funciones
trigonométricas de 6 se definen tal como se muestra. \0

(x, y)

<

sen O = = cscH=£,y=#0 <
y

<Y

~

cos 0 =

N U=

sec@zi,xio
X

tanezx,xaﬁo cot0=£,y¢0 Y
X y

Estas funciones a veces se denominan funciones circulares.

(S[AVREN Evaluar funciones trigonométricas dado un punto

Imagina que (—4, 3) es un punto en el lado terminal Ay
de un dngulo 6 en posicion estandar. Evalda las seis
funciones trigonométricas de 6.

) (~4,3) g
SOLUCION . \

Usa el teorema de Pitdgoras para hallar la longitud de r.
r=\x*+y?
=\(—4)? + 32 Y

<Y

=V25
=5
Usandox = —4,y = 3,y r =5, los valores de las seis funciones trigonométricas
de 6 son:
3 r_ 5
g=2=2 g=r=2
sen pia- csc vy 3
_x__4 _r__3
cos 0 = - 5 sec 6 p 1
3 X 4
t g:X:_, t=== ——
an " 1 co v 3
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C) Concepto Esencial

OTRA MANERA

El circulo general

X2 + y? = r?2 también

se puede usar para

hallar las seis funciones
trigonométricas de 6. El lado
terminal de 6 interseca el
circulo en (0, —r). Entonces,

Las otras funciones se
pueden evaluar en forma

similar. [>

El circulo unitario Ay

El circulo x2 + y? = 1, que tiene un centro (0, 0)

y radio 1, se denomina circulo unitario. Los valores
de sen 0y cos 6 son simplemente la coordenada y y
la coordenada x, respectivamente, del punto donde
el lado terminal de 6 interseca el circulo unitario.

xY

r=1
Sen@:X:%:y *, y)
X _ X
0:—:—_
cos 1 X

Es conveniente usar el circulo unitario para hallar las funciones trigonométricas de los
angulos cuadrantales. Un dngulo cuadrantal es un dngulo en posicion estdndar cuyo
lado terminal estd situado en el eje. La medida de un dngulo cuadrantal es siempre un

multiplo de 90°, o g radianes.

Usar el circulo unitario

EJEMPLO 2

Usa el circulo unitario para evaluar las seis funciones trigonométricas de 6 = 270°.

SOLUCION Ay
Paso 1 Dibuja un circulo unitario con el angulo
0 = 270° en posicion estdndar.
N

Paso 2 Identifica el punto donde el lado terminal de 60
interseca el circulo unitario. El lado terminal
de 6 interseca el circulo unitario en (0, —1).

Paso 3 Halla los valores de las seis funciones
trigonométricas. Imaginaquex =0yy = —1

para evaluar las funciones trigonométricas.

sen0=X=_—1=—1 csct9=£=i=—1
1 y -1
_x_0_ r_ e
cosf===—-= 0 sec =—= indefinido
1 X
tant9=X=%Z indefinido cot0={=l=0
X y -1

. W
Monitoreo del progreso ‘ﬂ’ Ayuda en inglés y espafiol en BigldeasMath.com

Evalia las seis funciones trigonométricas de 6.

1. y 2. (=8, 15) AY 3. y

A
=Y
A
o 7

\
(=5, —12)
4. Halla el circulo unitario para evaluar las seis funciones trigonométricas de = 180°.
479
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Angulos de referencia

&) Concepto E<encial

Relaciones del angulo de referencia

LEER

El simbolo ¢’ se lee “theta
Imagina que 6 es un angulo en posicion estdndar. El angulo de referencia para 6

prima”.
{> es el angulo agudo 6’ formado por el lado terminal de 6y el eje x. La relacion entre
0y 6 se muestra a continuacion para los dngulos no cuadrantales 6 de tal manera

que 90° < 6 < 360° o, en radianes,g < 0<2m.

Cuadrante Il Cuadrante Il Cuadrante IV

y y

y
9
> < €]
0’ 0

Grados: 6’ = 180° — 0 Grados: ' = 6 — 180° Grados: 6’ = 360° — 0
Radianes: ' = 7 — 0 Radianes: ' = 0 — 7 Radianes: ' =27 — 0

A
<Y
A
7

\.

(SFEVEEEN Hallar angulos de referencia

Halla el angulo de referencia 6’ para (a) 6 = 5777 y (b) 6 = —130°.

SOLUCION

a. El lado terminal de 0 pertenece al Cuadrante I'V. Entonces, y

0 =2m— 3T %T La figura a la derecha muestra

3
S T
0="—"—y 0 =—. X
377 73 by
0’ 0 b. Observa que 6 es coterminal con 230°, cuyo lado terminal
pertenece al Cuadrante II1. Entonces, 6’ = 230° — 180° = 50°.

La figura a la izquierda muestra 6 = —130°y 6’ = 50°.

A
\

A
Y

Los 4dngulos de referencia te permiten evaluar una funcién trigonométrica para cualquier
angulo 6. El signo del valor de la funcién trigonométrica depende del cuadrante al que
pertenezca 6.

) Conceptos Esenciales

Evaluar funciones trigonométricas

Usa estos pasos para evaluar una funcién

. o L Signos del valor de la function
trigonométrica para cualquier dngulo 6:

) . Cuadrante Il Ay Cuadrante |
Paso 1 Halla el d4ngulo de referencia 6'. senf, csch: + send, cscf : +
Paso 2 Evalda la funcién trigonométrica cosf, sech: — cosf, sech: +
para 6. tanf, cotf: — | tang, coto: +
, , < g
Paso 3 Determina el signo del valor de Sg:{? rgsrgt:_ i Sceunagdrcasgge_ v
la funcién trigonométrica desde o 6’ cec 9: B o 9' cec 9: N
el cuadrante al que pertenece 6. ! ) ' )
tanf, cot6: + | tan, coto: —

\_
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INTERPRETAR LOS
MODELOS

Este modelo deja de lado
la resistencia del aire 'y
presupone que las alturas
inicial y final del proyectil
son iguales.

>

EJEMPLO 4 [VEEG: angulos de referencia para evaluar funciones

Evalda (a) tan(—240°) y (b) csc ”TW

SOLUCION

y
a. El dngulo —240° es coterminal con 120°. El dngulo de
referencia es " = 180° — 120° = 60°. La funcién 0 = 60°

tangente es negativa en el Cuadrante II, entonces

tan(—240°) = —tan 60° = —V/3. X
6= —240°
b. El d4ngulo 1%7 es coterminal con 5?77 El d4ngulo de
y

referencia es

5 T
f=q-2T=T
"% 6 ,

- . 0'=7
La funcién cosecante es positiva en el Cuadrante II, entonces 6

>

177 T 177
L T -9 § =17
csc 6 csc6 f 6

FEAVEGEN Resolver problemas de la vida real

La distancia horizontal d (en pies) recorrida por un proyectil
lanzado en un dngulo 6y con una velocidad inicial y (en pies
por segundo) estd dada por

2
d= ;—2 sen 26.  Modelo para la distancia horizontal

Estima la distancia horizontal recorrida por una pelota de
golf golpeada en un dngulo de 50° con una velocidad inicial 50°
de 105 pies por segundo.

SOLUCION

Observa que la pelota de golf es lanzada en un dngulo
de 68 = 50° con una velocidad inicial de v = 105 pies por segundo.

2

d= ;—2 sen 260 Escribe un modelo para la distancia horizontal.
_ 1052 o ; 0
=5 sen(2 « 50°) Sustituye 105 por vy 50° por 6.
~ 339 Usa una calculadora.

P La pelota de golf recorre una distancia horizontal de aproximadamente 339 pies.

] 5
Monitoreo del progreso ‘)’V Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

Dibuja el angulo. Luego halla su angulo de referencia.

=T 157
5. 210° 6. —260° 7. —— 8. ——
9 4
Evalaa la funcion sin usar una calculadora.
9. cos(—210°) 10. sec %T

11. Usa el modelo dado en el Ejemplo 5 para estimar la distancia horizontal recorrida
por un atleta de salto largo que salta en un dngulo de 20° y con una velocidad
inicial de 27 pies por segundo.
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9.3 Ejercicios

Soluciones dinamicas disponibles en BigldeasMath.com

—Verificacion de vocabulario y concepto esencial

1. COMPLETAR LA ORACION Un
estd situado en un eje.

es un angulo en posicién estandar cuyo lado terminal

2. ESCRIBIR Dado un dngulo 6 en posicién estandar con su lado terminal en el Cuadrante III, explica
c6mo puedes usar un dngulo de referencia para hallar cos 6.

Monitoreo del progreso y Representar con matematicas

En los Ejercicios 3-8, evalida las seis funciones
trigonométricas de 0. (Consulta el Ejemplo I).

3. AY 4, y

>

A
<Y
\

/

A

<Y

A

><\
A
=
N
vwx

\
(=12, -9)

En los Ejercicios 9-14, usa el circulo unitario para evaluar
las seis funciones trigonométricas de 6. (Consulta el
Ejemplo 2).

9. =0° 10. 6= 540°
T

1. =7 12. 9=
=3 0=

13. 9= —270° 14. 0= —2m

482 Capitulo 9

En los Ejercicios 15-22, dibuja el angulo. Luego halla su
angulo de referencia. (Consulta el Ejemplo 3).

15. —100° 16. 150°
17. 320° 18. —370°
157 8
19. —— 20. —

4 3

S 137
21. —— 22, ——
6 6

23. ANALISIS DE ERRORES Imagina que (—3, 2) es un
punto en el lado terminal de un dngulo 6 en posicién
estdndar. Describe y corrige el error cometido al hallar
tan 0.

X 1;a|n(7?=5=—E
y 2

24. ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error
cometido al hallar el angulo de referencia 6’ para
0 = 650°.

0 es coterminal con 290°, cuyo lado
terminal pertenece al Cuadrante IV.

Entonces, 0' = 290° — 270° = 20°.

En los Ejercicios 25-32, evalia la funcion sin usar una
calculadora. (Consulta el Ejemplo 4).

25. sec 135° 26. tan 240°
27. sen(—150°) 28. csc(—420°)
29. tan( —3777-) 30. cot( _??77)
31. cos 7777 32. sec %T

Razones y funciones trigonométricas



En los Ejercicios 33-36, usa el modelo para la distancia
horizontal dado en el Ejemplo 5.

33.

34.

35.

36.

37.

Pateas una pelota de futbol americano en un angulo
de 60° con una velocidad inicial de 49 pies por
segundo. Estima la distancia horizontal recorrida por
la pelota. (Consulta el Ejemplo 5).

El “frogbot” es un robot disefiado para explorar
terrenos dificiles en otros planetas. Puede saltar en un
dngulo de 45° con una velocidad inicial de 14 pies por
segundo. Estima la distancia horizontal que el frogbot
puede saltar en la Tierra.

(A qué velocidad debe saltar de la rampa el patinador
en linea para caer al otro lado de la rampa?

< -

.--;,-l: P

--I"'""

Para ganar una competencia de lanzamiento de
jabalina, tu dltimo lanzamiento debe recorrer una
distancia horizontal de por lo menos 100 pies.
Sueltas la jabalina en un dngulo de 40° con una
velocidad inicial de 71 pies por segundo. ;Ganas la
competencia? Justifica tu respuesta.

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Un escalador
usa una cinta para escalar de 10 metros de largo. El
escalador comienza situdndose horizontalmente en la
cinta, que luego se rota alrededor de su punto medio
110°, de manera que el escalador escale hacia la cima.
Si el punto medio de la cinta estd a seis pies sobre

el suelo, ;a qué altura sobre el suelo estd la parte
superior de la cinta?

Seccion 9.3

38.

39.

40.

Funciones trigonométricas de cualquier angulo

RAZONAR Una rueda de la fortuna tiene un radio de
75 pies. Subes a un carro en la base de la rueda de la
fortuna, que estd a 10 pies sobre el suelo, y rota a 255°
en sentido contrario a las manecillas del reloj antes de
que el juego se detenga temporalmente. ;A qué altura
sobre el suelo estds cuando se detiene el juego? Si el
radio de la rueda de la fortuna se duplica, ;se duplica
tu altura sobre el suelo? Explica tu razonamiento.

SACAR CONCLUCIONES Se usa un aspersor a nivel del
suelo para regar un jardin. El agua que sale del aspersor
tiene una velocidad inicial de 25 pies por segundo.

a. Usa el modelo para la distancia horizontal dado en
el Ejemplo 5 para completar la tabla.

Distancia horizontal
que recorre el agua, d

Angulo del
aspersor, 0

30°
35°
40°
45°
50°
55°
60°

b. (Qué valor de 6 parece maximizar la distancia
horizontal recorrida por el agua? Usa el modelo
para la distancia horizontal y el circulo unitario
para explicar por qué tu respuesta tiene sentido.

c¢. Compara la distancia horizontal recorrida por
el agua si @ = (45 — k)° con la distancia si
= (45 + k)°, para 0 < k < 45.

REPRESENTAR CON MATEMATICAS La banda escolar
de tu escuela toca durante el medio tiempo de un

juego de futbol americano. En la dltima formacién, los
miembros de la banda forman un circulo de 100 pies de
ancho en el centro del campo. Comienzas en un punto
del circulo a 100 pies de la linea de gol, marchas 300°
alrededor del circulo y luego caminas hacia la linea

de gol para salir del campo. ;Qué tan lejos estds de la
linea de gol en el punto en el que abandonas el circulo?

jweq L4l posicion |||

ol3] 1|0\

linea de gol

483



41.

42.

43,

44.

45,

ANALIZAR RELACIONES Usa la simetria y la
informacién dada para rotular las coordenadas de los
otros puntos correspondientes a dngulos especiales en
el circulo unitario.

U’l\/§)

o N1 2" 2

ESTIMULAR EL PENSAMIENTO Usa la herramienta del
circulo unitario interactivo en BigldeasMath.com para
describir todos los valores de 6 para cada situacion.

a. sen > 0,cos < 0,ytan 6 > 0

b. sen > 0,cos § < 0,ytan 6 < 0

PENSAMIENTO CRITICO Escribe tan § como la razén de
otras dos funciones trigonométricas. Usa esta razon para
explicar por qué tan 90° es indefinida pero cot 90° = 0.

¢{COMO LO VES? Determina si cada una de las seis
funciones trigonométricas de 0 es positiva, negativa
o cero. Explica tu razonamiento.

y

>

A
N

USAR LA ESTRUCTURA Una linea con pendiente m
pasa a través del origen. Un dngulo 0 en posiciéon
estdndar tiene un lado terminal que coincide con la
linea. Usa una funcién trigonométrica para relacionar
la pendiente de la linea con el dngulo.

46.

47.

48.

ARGUMENTAR Tu amigo dice que la Gnica solucién
para la ecuacién trigonométrica tan 6 = V3 es

0 = 60°. {Es correcto lo que dice tu amigo? Explica
tu razonamiento.

RESOLVER PROBLEMAS Si dos d4tomos en una
molécula estan enlazados a un atomo comun, a los
quimicos les interesa tanto el dngulo del enlace como
las longitudes de los enlaces. Una molécula de ozono
esta formada por dos dtomos de oxigeno enlazados
con un tercer atomo de oxigeno, tal como se muestra.

y
(x, y)

d
128 pm
117° x
(o, o)l 128 pm (128, 0)

a. En el diagrama, las coordenadas estan dadas en
picémetros (pm). (Nota: 1 pm = 10712 m). Halla
las coordenadas (x, y) del centro del 4tomo de
oxigeno en el Cuadrante II.

b. Halla la distancia d (en picémetros) entre los
centros de los dos dtomos de oxigeno no enlazados.

CONEXIONES MATEMATICAS La latitud de un punto
en la Tierra es la medida en grados del arco mas

corto desde ese punto hasta el ecuador. Por ejemplo,
la latitud del punto P en el diagrama es igual a la
medida en grados del arco PE. ;A qué latitud 6 es la
circunferencia del circulo de latitud en P la mitad de
la distancia alrededor del ecuador?

ecuador

oS Mante”er e' dOMinio de 'ag matema’ticag Repasar lo que aprendiste en grados y lecciones anteriores

Halla todos los ceros reales de la funcion polinomial.
49. f)=x*+23+x2+8x— 12
Haz una grafica de la funcion. (Seccion 4.8)

51. f(x) = 2(x + 3)2(x — 1)

(Seccion 4.6)
50. f(x) = x> + 4x* — 14x° — 1422 — 15x — 18

52. f(x) = 3(x — H)(x + S)(x + 9)

~

53. f(x) = x2(x + 13(x — 2)

484
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BUSCAR UNA
ESTRUCTURA

Para dominar las
matematicas, necesitas
observar con atencion
para discernir un patrén o
estructura.

Hacer graficas de las funciones

S€No y coseno

Pregunta esencial

las funciones seno y coseno?

(Cudles son las caracteristicas de las graficas de
SCGLYEGIEN Hacer una grafica de la funciéon seno

Trabaja con un compaiiero.

a. Completa la tabla para y = sen x, donde x es una medida de dngulo en radianes.

_ _dm | _3m7| _S57| _ Bm|_m|_7m| o
X 2 — — | = T = —= =
4 2 4 4 2 4
y =senx
; m @ (3w | 5w dw 1w |, |on
4 2 4 4 2 4 4
y =senx

b. Marca los puntos (x, y) de la parte (a). Dibuja una curva suave por los puntos para
dibujar la grafica de y = sen x.

|
|
NI
NI
I

_‘I__

Y

c. Usa la gréfica para identificar las intersecciones con el eje x, los valores de x donde
ocurren las mdximas y minimas locales, y los intervalos en los cuales la funcién
es creciente o decreciente sobre —27 < x < 27, ;La funcién seno es par, impar o
ninguna de las dos?

EXPLORACION 2

Hacer una grafica de la funcién coseno

Trabaja con un compaiiero.

a. Completa la tabla para y = cos x usando los mismos valores de x que los usados en
la Exploracién 1.

b. Marca los puntos (x, y) de la parte (a) y dibuja la grafica de y = cos x.

c. Usa la gréfica para identificar las intersecciones con el eje x, los valores de x donde
ocurren las mdximas y minimas locales, y los intervalos en los cuales la funcién es
creciente o decreciente sobre —27 < x < 2. ;La funcién coseno es par, impar o
ninguna de las dos?

Comunicar tu respuesta

3. (Cudles son las caracteristicas de las graficas de las funciones seno y coseno?

{> 4. Describe el comportamiento de los extremos de la grafica de y = sen x.

Seccion 9.4 Hacer graficas de las funciones seno y coseno 485



9.4 Leccion Qué aprenderas

P Explorar las caracteristicas de las funciones seno y coseno.

P Alargary encoger gréaficas de las funciones seno y coseno.

Vocabulario Esencial P Trasladar graficas de las funciones seno y coseno.
amplitud, pag. 486 P Reflejar graficas de las funciones seno y coseno.
funcion periddica, pdg. 486
ciclo, pag. 486 Explorar las caracteristicas de las funciones
periodo, pag. 486 seno y coseno
desplazamiento de fase, En esta leccion aprenderds a hacer graficas de las funciones seno y coseno. Las
pag. 488 gréficas de las funciones seno y coseno estdn relacionadas con las gréficas de las
linea media, pag. 488 funciones madre y = sen x y y = cos x, que se muestran a continuacion.
Anterior
transformaciones X =2 | — 3m o — 0 z ™ 3m 2w
interseccion con el eje x 2 2 2 2
~ y=senx | 0 1 0 | -1, 0 1 0 | -1, 0
y =cosx 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1

valor AY
maximo: 1
Ti 1 I'Td'
rango: > . . _ amp 'T -1

< t t t t
-1=y=1 T T N\ 37 for
L 2 2/, 2 2

valor minimo: —1 7per£c7>7do:H

x Y

_1<y<1 ‘_277. :(

valor AY
méximo1 q
I ANDNIA =S
2

_37
2
2| i
valor peréodo.
;. v
minimo: —1 Y

&) Concepto Esencial

Caracteristicas dey = senxy y = cos x
¢ El dominio de cada funcion es todos los nimeros reales.

e Elrango de cada funcién es —1 < y < 1. Entonces, el valor minimo de cada
funcién es —1 y el valor maximo es 1.

e La amplitud de la grifica de cada funcion es la mitad de la diferencia del valor
maximo y el valor minimo, o [l —(—D]=1.

e Cada funcién es periodica, lo que significa que su gréfica tiene un patrén que
se repite. La porcién periddica mas corta de la gréafica se denomina ciclo. La
longitud horizontal de cada ciclo se denomina periodo. Cada grafica que se
muestra arriba tiene un periodo de 2.

* Las intersecciones con el eje x paray = sen x ocurren six = 0, =, £2,

37, ...
. . . _ oo ,m 37 57w
e Las intersecciones con el eje y para y = cos x ocurren si x = o E
I
2

\_
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RECUERDA

La graficadey = a « f(x)
es un alargamiento o
encogimiento vertical de
la grafica de y = f(x) por
un factor de a.

La gréfica de y = f(bx)
es un alargamiento o
encogimiento horizontal
de la gréafica de y = f(x)

- por un factor de b

RECUERDA

Un alargamiento vertical
de una grafica no cambia
su(s) intersecciéon(es)

con el eje x. Entonces,
tiene sentido que las
intersecciones con el eje x
de g(x) = 4senxy

f(x) = sen x sean iguales.

A

v

>

Alargar y encoger las funciones seno y coseno

Las gréficas de y = a sen bx y y = a cos bx representan transformaciones de

sus funciones madre. El valor de a indica un alargamiento vertical (@ > 1) o un
encogimiento vertical (0 < a < 1) y cambia la amplitud de la gréfica. El valor de b
indica un alargamiento horizontal (0 < b < 1) o un encogimiento horizontal (b > 1)y
cambia el periodo de la gréfica.

y = a sen bx

Yy = acos bx

alargamiento o encogimiento vertical por JA L alargamiento o encogimiento horizontal

por un factor de —

un factor de a b

C) Concepto Esencial

Amplitud y periodo

La amplitud y el periodo de las graficas de y = a sen bx 'y y = a cos bx, donde
a 'y b son nimeros reales distintos de cero, son las siguientes:

Periodo = 2—77

]

Amplitud = |a|

\_

Cada gréfica a continuacién muestra cinco puntos clave que hacen la particion del

. 2m . oo
intervalo 0 < x < — en cuatro partes iguales. Puedes usar estos puntos para dibujar

12 N | |
las graficas de y = a sen bx 'y y = a cos bx. Las intersecciones con el eje x, el maximo
y el minimo ocurren en estos puntos.

(FEVGEN Hacer una grafica de la funcién seno

Identifica la amplitud y el periodo de g(x) = 4 sen x. Luego haz una gréfica de la
funcién y describe la grafica de g como una transformacién de la grafica de f(x) = sen x.

SOLUCION
La funcién es de la forma g(x) = a sen bx donde a = 4 y b = 1. Entonces, la amplitud
esa= 4yelperiodoesz7ﬂ-=2T7T= 2.

1, 2, 0) = (m, 0); 2, 0)

Intersecciones: (0, 0); ( >

L. 1 ) T
M D= e2m4 —(—,4)
dximo (

33545
Minimo: (4 2, —4 > 4

{> P La grifica de g es un alargamiento vertical por un factor de 4 de la gréfica de f.
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CONSEJO DE
ESTUDIO

Después de dibujar un
ciclo completo de la
grafica en el Ejemplo 2
enelintervalo0 < x <1,
puedes ampliar la grafica
repitiendo el ciclo tantas
veces como quieras a la
izquierda y a la derecha
Lde0<x< 1.

RECUERDA

¢

>

La graficade y = f(x) + k
es una traslacion vertical
de la grafica de y = f(x).
La graficade y = f(x — h)
es una traslacion

horizontal de la gréafica de
y = f(x).

488
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>

Hacer una grafica de la funcién coseno

Identifica la amplitud y el periodo de g(x) = % cos 2mx. Luego haz la grifica de la

funcion y describe la grafica de g como una transformacién de la grafica de f(x) = cos x.

SOLUCION

La funcién es de la forma g(x) = a cos bx donde a = 1 y b = 2. Entonces, la
27 27

amplitud es a = % y el periodo es B o, b

(L ):(l )(2 ):(E )
Intersecciones: (4 1,0 4,0 A\ 1,0 ,0
1 1

S—
aximos 3 2

mimo: (3+1.3) =[5, 1)
Minimo: (2 1, 2)=\5 3

P La grifica de g es un encogimiento vertical por un factor de % y un encogimiento

vertical por un factor de ZL de la grafica de f.
T

. N
Monitoreo del progreso ‘}'V Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

Identifica la amplitud y el periodo de la funcion. Luego haz una grafica de la funcién
y describe la grafica de g como una transformacion de la grafica de su funcién madre.

1. gv) = %senx 2. g(x) = cos 2x 3. glv) =2senmx 4. glx) = %cos %x

Trasladar las funciones seno y coseno

Las graficasde y = a sen b(x — h) + kyy = a cos b(x — h) + k representan
traslaciones de y = a sen bx y y = a cos bx. El valor de k indica una traslacion hacia
arriba (k > 0) o hacia abajo (k < 0). El valor de % indica una traslacién a la izquierda
(h < 0) 0 aladerecha (h > 0). Una traslacién horizontal de una funcién periddica se
denomina desplazamiento de fase.

G Concepto E<encial

Hacer una graficadey =asenb(x —h) + kyy =acosb(x — h) + k

Para hacer la graficade y = asen b(x — h) + koy = a cos b(x — h) + k donde

a > 0yb >0, sigue los siguientes pasos.

Paso 1 Identifica la amplitud a, el periodo 2777 el desplazamiento horizontal A, y
el desplazamiento vertical k de la grafica.

Paso 2 Dibuja la linea horizontal y = k, denominada la linea media de la grafica.

Paso 3 Halla los cinco puntos clave trasladando los puntos clave de y = a sen bx
0y = a cos bx horizontalmente 4 unidades y verticalmente k unidades.

Paso 4 Dibuja la grafica pasando a través de los cinco puntos clave trasladados.
\_
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BUSCAR UNA
ESTRUCTURA

La gréfica de g es una
traslacién 3 unidades a

la derecha de la gréfica de
f(x) = 2 sen 4x. Entonces,

y de los cinco puntos clave
de f.

suma 3 a las coordenadas de

BUSCAR UNA
ESTRUCTURA

La gréafica de g es una
traslacién 37 unidades a

f(x) = 5 cos %X. Entonces,

de x de los cinco puntos
clave de .

>

la derecha de la grafica de

suma 3 a las coordenadas

>

EJEMPLO 3

Hacer una grafica de una traslacion vertical

Haz una grafica de g(x) = 2 sen 4x + 3.

SOLUCION

Paso 1 Identifica la amplitud, el periodo, el desplazamiento horizontal y el
desplazamiento vertical.

Amplitud: a = 2

20 2w _ T

Peri :
eriodo b 1 >

Desplazamiento vertical: k = 3

Paso 2
Paso 3

Dibuja la linea media de la gréfica, y = 3.

Halla los cinco puntos clave.

Eny =k (0,0+3)=(0,3);(g,o+3)

. T T
Mi . _’2_9_3)_(_,5) Ay
aximo (

-z

Minimo: (3?77, -2 + 3)

Desplazamiento horizontal: 7 = 0

Paso 4 Dibuja la grafica pasando por los

puntos clave. Y

INEI S
NI T

EJEMPLO 4

Hacer una grafica de traslacion horizontal
Haz una grifica de g(x) = 5 cos %(x — 3m).

SOLUCION

Paso 1 Identifica la amplitud, el periodo, el desplazamiento horizontal y el
desplazamiento vertical.
Amplitud: a = 5

27 _ 2w

_—— 4

b1

2

Periodo: Desplazamiento vertical: k = 0
Paso 2
Paso 3 Halla los cinco puntos clave.

Eny=k: (m+ 37 0) = (4m, 0);
Bm + 3, 0) = (6, 0)

Maiximos: (0 + 37, 5) = (3w, 5);
47+ 37, 5) = (T, 5)

Minimo: 27 + 3, —=5) = (5, —5)

Paso 4 Dibuja la grafica pasando a través de los

puntos clave.

xY

Desplazamiento horizontal: 7 = 37

Dibuja la linea media de la gréifica. Dado que k = 0, la linea media es el eje x.

. N
Monitoreo del progreso ‘»’ Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

Haz una grafica de la funcién.

5. g(x) =cosx + 4 6. glx) = %sen(x — %T)

Seccion 9.4 Hacer graficas de las funciones seno y coseno

7. gix) =sen(x + m — 1
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RECUERDA

Este resultado tiene
sentido porque la gréfica
dey = —f(x) esuna
reflexion en el eje x de la

gréfica de y = f(x).

>

CONSEJO DE
ESTUDIO

En el Ejemplo 5, el valor
maximo y el valor minimo
de fson el valor minimo
y el valor maximo de g,

respectivamente.

490

>

Reflejar las funciones seno y coseno

Has hecho grificas de funciones de la formay =asen (x — h) + ky

y=acosb(x —h) + k,donde a > 0y b > 0. Para ver qué pasa si a < 0, considera
las graficasde y = —senxyy = —cos x.

Las graficas son reflexiones de las grificas de y = sen x y y = cos x en el eje x. En
general, cuando a < 0, las graficasdey = asenb(x —h) + kyy =acosb(x — h) + k
son reflexiones de las graficas de y = |a| sen b(x — h) + ky y = |a| cos b(x — h) + k,
respectivamente, en la linea media y = k.

(FENEGEN Hacer una grafica de una reflexion

Haz una grifica de g(x) = —2 sen %(x — g)

SOLUCION

Paso 1 Identifica la amplitud, el periodo, el desplazamiento horizontal y el
desplazamiento vertical.

Amplitud: |a| = ]—2| =2 Desplazamiento horizontal: & = %T
. 27 2w . .
Periodo: b = - =37 Desplazamiento vertical: k = 0
3
Paso 2 Dibuja la linea media de la grafica. Dado que k = 0, la linea media es el eje x.
Paso 3 Halla los cinco puntos clave de f(x) = | —2| sen %(x - g)
3w, w T ki
v =50+ F0] = (30} [+ F0) =amonor Fo) =7
ny 020 20 5 20 2w, 0); (37 20 20

Méximo: (3—” + T 2) = (5—”, 2) Minimo: (97” + g —2) = (&T —2)

4 2 4

Paso 4 Refleja la gréifica. Dado que a < 0,
la gréfica estd reflejada en la linea media

y = 0. Entonces, (5777" 2)

se convierte en (STTF —2)

y (%T, —2) se convierte en (%T 2).

Paso 5 Dibuja la grafica pasando a través de los puntos clave.

. N
Monitoreo del progreso ‘)'V Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com
Haz una grafica de la funcion.

8. g(x) = —cos(x + 757) 9. ¢(x) = —3 sen %x +2 10, g(¥) = 2 cos 4x — 1

Capitulo 9 Razones y funciones trigonométricas



9-4 EjerCICIOS Soluciones dinamicas disponibles en BigldeasMath.com

—Verificacion de vocabulario y concepto esencial

1. COMPLETAR LA ORACION La porcién periédica més corta de la grifica de una funcién periédica se
denomina un (una)

2. ESCRIBIR Compara las amplitudes y los periodos de las funciones y = %cos xyy = 3cos2x.

3. VOCABULARIO ;Qué es un desplazamiento de fase? Da un ejemplo de una funcién seno que tenga un
desplazamiento de fase.

4. VOCABULARIO ;Cudl es la linea media de la gréfica de la funcién y = 2 sen 3(x + 1) — 2?

Monitoreo del progreso y Representar con matematicas

USAR LA ESTRUCTURA En los Ejercicios 5-8, determina En los Ejercicios 13-20, identifica la amplitud y
si la grafica representa una funcion periodica. Si es asi, el periodo de la funcion. Luego haz una grafica
identifica el periodo. de la funcion y describe la grafica de g como una

transformacion de la grafica de su funcion madre.

- 6. (Consulta los Ejemplos 1y 2).
13. g(x) =3senx 14. g(x) =2senx
15. g(x) = cos 3x 16. g(x) = cos 4x
17. g(x) = sen 2mx 18. g(x) = 3 sen 2x
7. 19. glx) = %cos 4x 20. g(x) = %cos 47X
21. ANALIZAR ECUACIONES ;Qué funciones tienen una
amplitud de 4 y un periodo de 2?
A y=4cos2x
y = —4 sen mx
© y=2sen4dx
En los Ejercicios 9-12, identifica la amplitud y el @ y = 4cos m
periodo de la grifica de la funcién. 22. ESCRIBIR ECUACIONES Escribe una ecuacién de la
9. y 10. y forma y = a sen bx, donde @ > 0y b > 0, de manera
1 0.5 que la grafica tenga la amplitud y el periodo dados.
a. amplitud: 1 b. amplitud: 10
periodo: 5 periodo: 4
2m x 1 2 x
c. amplitud: 2 d. amplitud: %
periodo: 27 periodo: 37
1 12 23. REPRESENTAR CON MATEMATICAS El movimiento de

un péndulo se puede representar mediante la funcién
d = 4 cos 81rt, donde d es el desplazamiento horizontal
‘ (en pulgadas) del péndulo relativo a su posicién en
reposo y ¢ es el tiempo (en segundos). Halla e interpreta

el periodo y la amplitud en el contexto de esta
situacion. Luego haz la gréfica de la funcién.

Seccion 9.4 Hacer graficas de las funciones seno y coseno 491



24. REPRESENTAR CON MATEMATICAS Una boya se USAR LA ESTRUCTURA En los Ejercicios 37-40, describe
mece de arriba abajo con el pasar de las olas. El la transformacion de la grafica de f representada por la
desplazamiento vertical y (en pies) de la boya con funcion g.

respecto al nivel del mar puede representarse por -
y = 1.75 cos Zt, donde ¢ es el tiempo (en segundos). 37. f(x) = cosx, g(x) = 2 cos(x - E) 1

Halla e interpreta el periodo y la amplitud en el -
contexto del problema. Luego haz una grafica de la 38. flx) =senx, g(x) =3 sen(x + Z) -2

funcion.
39. f(x) =senx, g(x) =sen3(x + 3m) — 5

40. f(x) =cosx, gx) =cosb6(x —m) +9

En los Ejercicios 41-48, haz una grafica de la funcién.
(Consulta el Ejemplo 5).

41. g(x) = —cosx + 3 42. g(x) = —senx — 5

43. g(x) = —sen %x —2 44, g(x)= —cos2x + 1

En los Ejercicios 25-34, haz una grafica de la funcién. 45. g(x)= —sen(x — 7 + 4
(Consulta los Ejemplos 3 y 4).
25. g(x) =senx +2 26. g(x) =cosx — 4 46. g(x) = —cos(x + m) — 2

27. gx) = cos(x - g) 28. g(x) = sen(x + %T) 47. g =4 cos(x + g) -1

a
29. g(x)=2cosx—1  30. g(x)=3senx+ 1 48. g(x) = =5 sen(x - 5) +3
31. g(x) =sen2(x + m 49. USAR ECUACIONES ;Cudl de los siguientes es un

punto en el que ocurre el valor maximo de la gréfica

32. g(x) =cos2(x — ) ' ( _ M9
dey cos (x 2).

_ 1
33. g(x)—senz(x+27'r)+3 ) (_757’4) (757’4)
34. g(x) = cos %(x —-3m -5 © (0,4 @ (m4)
35, ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error 50. ANALIZAR RELACIONES Une cada funcién con su
) ] ) 2 gréfica. Explica tu razonamiento.
cometido al hallar el periodo de la funcién y = sen =x.
3 a. y=3 +senx b. y= -3+ cosx
X " ‘3’ c.y=sen2(x—g) d. y=cosZ(x—7§T)
Periodo: - =12 = i A

T 27 37

36. ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error
cometido al determinar el punto en el que ocurre el

valor maximo de la funcién y = 2 sen(x — g)

AT EENES

=(0.2)
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ESCRIBIR ECUACIONES En los Ejercicios 51-54, escribe
una regla para g que represente las transformaciones
indicadas de la grafica de f.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

f(x) = 3 sen x; traslacién 2 unidades hacia arriba y
arunidades a la derecha

J(x) = cos 27mx; traslacion 4 unidades hacia abajo y 3
unidades a la izquierda

flx) = %cos 7x; traslacién 1 unidad hacia abajo,

seguida de una reflexién en la lineay = —1

Jx) = % sen 6x; traslacion % hacia abajo y 1 unidad a
la derecha, seguida de una reflexién en la linea y = —%
REPRESENTAR CON MATEMATICAS La altura

(en pies) de un columpio sobre el suelo se puede
representar mediante la funcién 2 = —8 cos 6 + 10,
donde el pivote estd a 10 pies sobre el suelo, la soga
es de 8 pies de largo y 0 es el angulo que forma la
soga con la vertical. Haz la grafica de la funcién.
(Cudl es la altura del columpio si 6 es 45°?

Vista lateral

Vista frontal

SACAR UNA CONCLUSION En una regién en
particular, la poblacién L (en miles) de linces

(el depredador) y la poblacién H (en miles) de liebres
(la presa) se puede representar mediante las ecuaciones

L=115+6.5sen %Tt

H=275+175 COS%TI

donde ¢ es el tiempo en afios.

a. Determina la razén entre liebres y linces cuando
t=20,2.5,5y7.5 afios.

b. Usa la figura para explicar como parecen estar
relacionados los cambios en las dos poblaciones.

Poblaciones de animales

YA

N A\
N\ /\ |,
\ |/ |\ |/
N | TN

N

—\\_/ TN
0 4 8 12 16
Tiempo (aios)

Y
o

G

(miles)

}

Poblacion

/

o

~Y 4~

Seccion 9.4

57. USAR HERRAMIENTAS La velocidad promedio del

58.

59.

60.

Hacer graficas de las funciones seno y coseno

viento s (en millas por hora) en el Puerto de Boston se
puede aproximar mediante

s = 3.38 sen 1%O(t +3)+ 116

donde ¢ es el tiempo en dias y r = 0 representa el
1ro de enero. Usa una calculadora grafica para hacer
la grafica de la funcién. (En qué dias del afio la
velocidad promedio del viento es de 10 millas por
hora? Explica tu razonamiento.

USAR HERRAMIENTAS La profundidad del agua d
(en pies) de la Bahia de Fundy se puede representar
s
6.2
en horas y t = 0 representa la medianoche. Usa una
calculadora grafica para hacer la gréfica de la funcién.
(A qué hora(s) la profundidad del agua es de 7 pies?
Explica.

mediante d = 35 — 28 cos t, donde 7 es el tiempo

marea alta

marea baja

REPRESENTACIONES MULTIPLES Halla la tasa de
cambio promedio de cada funcién sobre el intervalo
O<x<m

a. y=2cosx

b.
T 3
X 0 ) T 5 2ar
0 1 0 | —1

RAZONAR Considera las funciones y = sen(—x) y
y = cos(—x).

a. Construye una tabla de valores para cada ecuacion
usando los dngulos cuadrantales en el intervalo
—2m < x <2m

b. Haz una grafica de cada funcién.

c. Describe las transformaciones de las graficas de
las funciones madre.
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61. REPRESENTAR CON MATEMATICAS Estis en una
rueda de la fortuna que da vueltas por 180 segundos.
Tu altura & (en pies) sobre el suelo en cualquier
momento ¢ (en segundos) se puede representar
mediante la ecuacién

h = 85 sen —(t — 10) + 90.

sen 20( )

a. Haz una grifica de la
funcion.

b. (Cuantos ciclos hace la
rueda de la fortuna en
180 segundos?

c. ;Cudles son tus alturas
maxima y minima?

62. ;COMO LO VES? Usa la grifica para responder cada
pregunta.

a. ;La grifica representa una funcién de la forma
f(x) = a sen bx o f(x) = a cos bx? Explica.

b. Identifica el valor maximo, el valor minimo, el
periodo y la amplitud de la funcién.

63. HALLAR UN PATRON Escribe una expresion en
términos del entero n que represente a todas las
intersecciones con el eje x de la grafica de la funcién
y = cos 2x. Justifica tu respuesta.

64. ARGUMENTAR Tu amigo dice que para las funciones
de la forma y = a sen bx 'y y = a cos bx, los valores
de a y b afectan las intersecciones con el eje x de
la grafica de la funcion. ¢ Es correcto lo que dice tu
amigo? Explica.

65. PENSAMIENTO CRITICO Describe una transformacion
de la grifica de f(x) = sen x que tenga como resultado
la grafica de g(x) = cos x.

66. ESTIMULAR EL PENSAMIENTO Usa una calculadora
grafica para hallar una funcién de la forma
y = sen b;x + cos b,x cuya grafica corresponda
con la que se muestra a continuacion.

67. RESOLVER PROBLEMAS Para una persona en reposo,
la presion sanguinea P (en milimetros de mercurio) en
el tiempo ¢ (en segundos) estd dada por la funcién

P =100 — 20 cos 87”;.

Haz una grifica de la funcién. Un ciclo equivale a un
latido del corazén. ;Cudl es el pulso (en latidos por
minuto) de la persona?

68. RESOLVER PROBLEMAS El movimiento de un resorte
se puede representar mediante y = A cos kz, donde y
es el desplazamiento vertical (en pies) del resorte
relativo a su posicion en reposo, A es el desplazamiento
inicial (en pies), k es una constante que mide la
elasticidad del resorte y ¢ es el tiempo (en segundos).

a. Tienes un resorte cuyo movimiento se puede
representar mediante la funcién y = 0.2 cos 6.
Halla el desplazamiento inicial y el periodo del
resorte. Luego haz una grifica de la funcion.

b. Cuando se aplica una fuerza amortiguadora
al resorte, el movimiento del resorte se puede
representar mediante la funcién y = 0.2¢=45 cos 4¢.
Haz una grafica de esta funcion. ;Qué efecto tiene
la fuerza amortiguadora en el movimiento?

( Mantener el dOMin io de lag mafema"ﬁcag Repasar lo que aprendiste en grados y lecciones anteriores

69 X2+x—6 70 X3 — 2x% — 24x

x+3 X2 —2x—24

Halla el minimo comin multiplo de las expresiones.

73. 2x,2(x —5)

Simplifica la expresion racional, si es posible. (Seccion 7.3)
x2—4x—5
X2 +4x—-5
(Seccion 7.4)
74. X2 —4,x+2

x2 =16

72. —/———
xX2+x—-20

75. 2+ 8+ 12,x+6
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9.1-9.4 ;Qué aprendiste?

Vocabulario Esencial

seno, pdg. 462 posicion estdndar, pdg. 470 amplitud, pdg. 486

coseno, pdg. 462 coterminal, pdg. 471 funcién periddica, pdag. 486
tangente, pdg. 462 radidn, pdg. 471 ciclo, pdg. 486

cosecante, pdg. 462 sector, pdg. 472 periodo, pdg. 486

secante, pdg. 462 angulo central, pdg. 472 desplazamiento de fase, pdg. 488
cotangente, pdg. 462 circulo unitario, pdag. 479 linea media, pdg. 488

lado inicial, pdg. 470 angulo cuadrantal, pdg. 479

lado terminal, pdg. 470 angulo de referencia, pdg. 480

Conceptos Esenciales

Seccion 9.1

Definiciones de las funciones trigonomeétricas de un tridngulo rectdngulo, pdg. 462
Valores trigonométricos para dngulos especiales, pdg. 463

Seccion 9.2
Angulos en posicién estandar, pdg. 470 Medidas en grados y radianes de dngulos especiales,
Convertir entre grados y radianes, pdg. 471 pag. 472
Longitud del arco y area de un sector, pdg. 472
Seccién 9.3
Definiciones generales de las funciones Relaciones del dngulo de referencia, pdg. 480
trigonométricas, pdg. 478 Evaluar funciones trigonométricas, pdg. 480

El circulo unitario, pdg. 479

Seccién 9.4

Caracteristicas de y = sen xy y = cos x, pdg. 486

Amplitud y periodo, pdg. 487

Hacer una graficade y = asen b(x — h) + kyy = acos b(x — h) + k, pdg. 488

Practicas matematicas

1. Haz una conjetura acerca de las distancias horizontales recorridas en la parte (c) del Ejercicio 39 de
la pagina 483.

2. Explica por qué las cantidades en la parte (a) del Ejercicio 56 de la pagina 493 tienen sentido en —_—
el contexto de la situacion.

de estudi
®§§X&mr

Forma un grupo de estudio varias semanas antes del examen
final. La intenciéon de este grupo es revisar lo que ya has
aprendido, a la vez que contintias aprendiendo material nuevo.




9.1-9.4 Prueba

1. En un tridngulo rectdngulo, 6 es un dngulo agudo y sen 6 = % Evalda las otras cinco
funciones trigonométricas de 6. (Seccion 9.1)

Halla el valor de x para el triangulo rectangulo. (Seccion 9.1)

2. 3. 12 4.
8
X
L]
X

Dibuja un angulo con la medida dada en posicion estandar. Luego halla un angulo
positivo y un angulo negativo que sean coterminales con el angulo dado. (Seccion 9.2)

5. 40° 6. 2T 7. —960°

6

Convierte la medida en grados a radianes o la medida en radianes a grados. (Seccion 9.2)

37

— 9. —60° 10. 72°
10

Evalia las seis funciones trigonométricas de 6. (Seccion 9.3)

1. AY 12. Ay 13.
0:71
2
N4 4Ry )
(-2, —6)
Y Y

14. Identifica la amplitud y el periodo de g(x) = 3 sen x. Luego haz una grafica de la funcién y
describe la gréfica de g como una transformacién de la grafica de f(x) = sen x. (Seccion 9.4)

15. Identifica la amplitud y el periodo de g(x) = cos S7x + 3. Luego haz una
gréfica de la funcion y describe la grafica de g como una transformacién
de la grafica de f{x) = cos x. (Seccion 9.4)

16. Vuelas una cometa en un dngulo de 70°. Has soltado un total de 400
pies de hilo y sostienes firme el carrete 4 pies sobre el suelo.
(Seccion 9.1)

a. (Qué tan alto sobre el suelo estd la cometa?

b. Un amigo que observa la cometa estima que el dngulo de elevacion
de la cometa es 85°. ; A cudnta distancia de tu amigo estds parado?

17. Lacima de la torre Space Needle en Seattle, Washington, es un restaurante
circular giratorio. El restaurante tiene un radio de 47.25 pies y hace una
revolucién completa en aproximadamente una hora. Cenas en una mesa con
vista a la ventana de 7:00 p.M. a 8:55 p.M. Compara la distancia que giras
con la distancia de una persona sentada a 5 pies de las ventanas. (Seccion 9.2)
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Hacer graficas de otras funciones

trigonometricas

Pr. egunta esencial ¢(Cudles son las caracteristicas de la grifica

de la funcién tangente?

SCIGTVNEGIEN Hacer una grafica de la funcién tangente

Trabaja con un compaiiero.

a. Completa la tabla para y = tan x, donde x es una medida de dngulo en radianes.

S R N P A I A
X 2 3 4 6 6 | 4 | 3 |2
y =tanx
X 2w | 3w | Sm | | Tm | Sm | 4w | 37| 5w
3 4 6 6 4 | 3| 2|3
y=tanx

b. La gréfica de y = tan x tiene asintotas verticales en valores de x dondetan
x es indefinida. Marca los puntos (x, y) de la parte (a). Luego usa las asintotas
para dibujar la grifica de y = tan x.

AY
6 41
4 4
2 4
~—— —
T s T 37 X
2 + 2 2
24
74 -+
DARLE SENTIDO A el
LOS PROBLEMAS \
Para dominar las S ) )
matematicas, necesitas c. Para la grifica de y = tan x, identifica las asintotas, las intersecciones con el
considerar problemas eje x y los intervalos para los cuales la funcién es creciente o decreciente sobre
; i ™ - . .
analogos e intentar — T <x<2Z La funcién tangente es par, impar o ninguna de las dos?
resolver casos especiales 2 2
del problema original .
para tener una mayor comunlcar tu regpuegta
comprensién de su . o . -
solugién 2. ;Cudles son las caracteristicas de la gréfica de la funcién tangente?
- {> 3. Describe las asintotas de la grifica de y = cot x en el intervalo —g <x< 37#
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Vocabulario Esencial

Anterior

asintota

periodo

amplitud

intersecciéon con el eje x
transformaciones

&

Qué aprenderas

P Explorar las caracteristicas de las funciones tangente y cotangente.
P Hacer graficas de las funciones tangente y cotangente.
P Hacer graficas de las funciones secante y cosecante.

Explorar las funciones tangente y cotangente

Las gréficas de las funciones tangente y cotangente estdn relacionadas con las graficas
de las funciones madre y = tan x y y = cot x, que estan dibujadas abajo.

<—— X se aproxima a ,%T X se aproxima a %T;’
_m _m m m
X 5 | —L5T| =15 2 0 4 1.5 | 1.57 2

y = tan x | Indef. | —1256|—14.10] —1 0 1 14.10 | 1256 | Indef.

<——tan x se aproxima a —oo——

tan x se aproxima a o0 —>

sen x
Dado que tan x = ——, tan x
coS x

es indefinida para los valores de x
en los que cos x = 0, tal como

x = igz +1.571.

La tabla indica que la gréfica tiene
asintotas en estos valores. La tabla
representa un ciclo de la grafica, de
manera que el periodo de la gréifica es .

Puedes usar un enfoque similar para '
hacer la grafica de y = cot x. Dado que

cos x . .
, cot x es indefinida para
X

cotx =

los valores de x en los que sen x = 0,
que son multiplos de 7. La gréfica tiene
asintotas en estos valores. El periodo
de la gréfica es también . [-periodo:7—

I

-7 -
|
I
|

&) Concepto Esencial

CONSEJO DE {>
ESTUDIO

e . T
Los multiplos impares de =
son valores como estos:

1. I=+T

2 2
+3.7_ 437
+3 2 2
— + .7_T:+5_7T
= 2 2

Caracteristicas dey = tanxy y = cot x

Las funciones y = tan x y y = cot x tienen las siguientes caracteristicas.

e El dominio de y = tan x son todos los nimeros reales excepto los multiplos

. an . . , .
impares de > En estos valores de x, la grafica tiene asintotas verticales.

e El dominio de y = cot x son todos los nimeros reales excepto los multiplos de 7.
En estos valores de x, la grafica tiene asintotas verticales.

¢ El rango de cada funcién son todos los nimeros reales. Entonces, las funciones
no tienen valores maximos o minimos, y las gréficas no tienen una amplitud.

e El periodo de cada grafica es .

e Las intersecciones del eje x para y = tan x ocurren six = 0, =, £2, =377, . . ..

. . . . 7 37 _Sw
e Las intersecciones del eje x para y = cot x ocurren si x = = > * = + TR
+I7
2

\_
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Hacer graficas de las funciones tangente y cotangente

Las gréficas de y = a tan bx y y = a cot bx representan transformaciones de

sus funciones madre. El valor de a indica un alargamiento vertical (@ > 1) o un
encogimiento vertical (0 < a < 1). El valor de b indica un alargamiento horizontal
(0 < b < 1) o un encogimiento horizontal (b > 1) y cambia el periodo de la gréfica.

&) Concepto Esencial

Periodo y asintotas verticales de y = atan bxy y = a cot bx
El periodo y las asintotas verticales de y = a tan bxy y = a cot bx, donde a y b
son nimeros reales distintos de cero, son los siguientes.

e El periodo de la grafica de cada funcion es %

. . ) o . T

e Las asintotas verticales para y = a tan bx estdn en multiplos impares de m
p ] . o ™

e Las asintotas verticales para y = a cot bx estdn en multiplos de m

\.

Cada gréfica a continuacién muestra cinco valores de x clave que puedes usar para
dibujar las grificasde y = atan bxy y = a cot bx paraa > 0y b > 0. Estos son la
interseccion con el eje x, los valores de x donde ocurren las asintotas, y los valores
de x en el punto intermedio entre la interseccion con el eje x y las asintotas. En cada
punto intermedio, el valor de la funcién es a 0 —a.

|

|

|

I

|
a z
4b 2b

I

|

(VRN Hacer una grafica de una funcién tangente

Haz la grafica de un periodo de g(x) = 2 tan 3x. Describe la grafica de g como una
transformacion de la gréfica de f(x) = tan x.

SOLUCION

La funcién es de la forma g(x) = a tan bx donde a = 2 y b = 3. Entonces, el periodo
T _ 7
es o] =3

Interseccion: (0, 0)

Asintotas: :i:l E;
sintotas: x 2| | 2(3), 6

k

LT T oy
2p| 20 6

Puntos intermedios: (%, a) = (i, 2) = (%, 2);

P La grifica de g es un alargamiento vertical por un factor de 2 y un encogimiento
horizontal por un factor de % de la grafica de f.
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CONSEJO DE
ESTUDIO

1
Dado que sec x = ,
Cos X

sec x es indefinida para
valores de x en la que
cos x = 0. La grafica de
y = sec x tiene asintotas
verticales en estos
valores de x. Puedes usar

comprender las asintotas
verticales de la grafica de
y = CsC X.

razonamiento similar para

>

(FEANEGEPN Hacer una grafica de una funcién cotangente

Haz la grafica de un periodo de g(x) = cot %x. Describe la grafica de g como una
transformacion de la gréfica de f(x) = cot x.

SOLUCION

La funcién es de la forma fix) = a cot bxdondea = 1y b = % Entonces, el periodo

T _T_
esm—1 21T,

2
Interseccion: (1 0) =T 0= (m0)
2b (1

2

T

]

Asintotas: x = 0;x = =

)’
T
T,0x=271'
2

2

Puntos intermedios: (7 a) = (4(7) 1) = (1) (Z—Z, —a) - (4?5, —1) - (32”. 71)

P La grifica de g es un alargamiento horizontal por un factor de 2 de la grifica de f.

] 5
Monitoreo del progreso ‘)’V Ayuda en inglés y espafiol en BigldeasMath.com

Haz la grafica de un periodo de la funciéon. Describe la grafica de g como una
transformacion de la grafica de su funciéon madre.

1. g(x) = tan 2x 2. glx) = %Cotx 3. g(x) =2cotdx 4. g(x) = 5tan mx

Hacer graficas de las funciones secante y cosecante

Las gréficas de las funciones secante y cosecante estdn relacionadas con las grificas de
las funciones madre y = sec x y y = csc x, que se muestran a continuacion.

LN Y e

<! |

TN T SA PSS N IR N

| | | | | L | |

| | | Al | | | | |
Fperiodo: 27 Fperiodo: 27

&) Concepto Esencial

Caracteristicas de y = secxy y = ¢sc x

Las funciones y = sec x y y = csc x tienen las siguientes caracteristicas.

* El dominio de y = sec x son todos los niimeros reales excepto los multiplos

. aa , . , .
impares de > En estos valores de x, la grafica tiene asintotas verticales.

e El dominio de y = csc x son todos los nimeros reales excepto los multiplos de .
En estos valores de x, la grafica tiene asintotas verticales.

e Elrango de cada funciénes y < —1yy > 1. Entonces, las graficas no tienen
una amplitud.

L e El periodo de cada grifica es 2.
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BUSCAR UN PATRON

En los Ejemplos 3y 4,
observa que los puntos
marcados estan en ambas
graficas. También, estos
puntos representan un
maximo local en una
grafica y un minimo local
en la otra gréfica.

| >

Para hacer la grifica de y = a sec bx o y = a csc bx, primero haz la gréifica de la
funcién y = a cos bx o y = a sen bx, respectivamente. Luego usa las asintotas y varios

puntos para dibujar una grafica de la funcién. Observa que el valor de b representa un
alargamiento o encogimiento horizontal por un factor de é, entonces el periodo de

yzasecbxyyzacscbxes%.

EJEMPLO 3

Hacer una grafica de una funcién secante

Haz la grafica de un periodo de g(x) = 2 sec x. Describe la grafica de g como una
transformacion de la gréfica de f(x) = sec x.

SOLUCION

Paso 1 Haz una grifica de la funcién y = 2 cos x.

<

El periodo es ZTW =2m.

&

|
Paso 2 Haz una grifica de las asintotas de g. Dado I
que las asintotas de g ocurren si 2 cos x = 0, — } } —f—F+—>
T X
. T T 37
dibyjax = —— x=~yx ="
uja x > X > y X 5

Paso 3 Marca puntos en g, tales como (0, 2) y
(7, —2). Luego usa las asintotas para

dibujar la curva.

—_—— — =N

P La grifica de g es un alargamiento vertical por un factor de 2 de la grifica de f.

EJEMPLO 4

Hacer una grafica de una funciéon cosecante

Haz la gréfica de un periodo de g(x) = % csc mx. Describe la gréifica de g como una

transformacion de la grafica de f(x) = csc x.

SOLUCION

Paso 1 Haz la grifica de la funcién y = % sen mx. El periodo es 2m 2.
T

Paso 2 Dibuja las asintotas de g. Dado que las Y

P .1
asintotas de g ocurren si 5 sen mx = 0, 14

dibujax =0,x=1,yx = 2.

AN S — . —

Paso 3 Marca los puntos en g, tales como N ”
(%, %) y (%, —%) Luego usa las | | y= %sen X

|
|
|
|
|
;
!
|
|
|
|

asintotas para dibujar la curva. y =-CsCmX
|

L . . 1 .
P Lagrifica de g es un encogimiento vertical por un factor de 5 y un encogimiento

horizontal por un factor de L de la gréifica de f.
T

g N
Monitoreo del progreso ‘}\’/ Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

Haz la gréfica de un periodo de la funcién. Describe la grifica de g como una
transformacion de la grafica de su funcion madre.

5. g(x) =csc3x 6. glx) = %sec by 7. g(x) =2csc2x 8. g(x) =2sec mx
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9_ 5 ElEI‘ClClOS Soluciones dinamicas disponibles en BigldeasMath.com

—Verificacion de vocabulario y concepto esencial

1. ESCRIBIR Explica por qué las gréficas de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante no tienen amplitud.

~

2. COMPLETAR LA ORACION Las funciones y son indefinidas para los valores de x en los que
senx = 0.
3. COMPLETAR LA ORACION El periodo de la funcién y = sec x es .Y el periodo de y = cot x es

4. ESCRIBIR Explica como dibujar una funcién de la forma y = a sec bx.

Monitoreo del progreso y Representar con matematicas

En los Ejercicios 5-12, haz la grafica de un periodo 16. USAR ECUACIONES ;Cual de las siguientes son
de la funcion. Describe la grafica de g como una asintotas de la grafica de y = 3 tan 4x?
transformacion de la grafica de su funcion madre.
(Consulta los Ejemplosl y 2). @ x= %T x = %T

5. g(x) =2tanx 6. g(x) =3tanx © x-0 ® x=—5—77

7. g(x) = cot3x 8. g(x) = cot2x 8

. 1 En los Ejercicios 17-24, haz la grafica de un
9. g(x) = 3cotyx 10. g(x) = 4 cot3x periodo de la funcion. Describe la grifica de g como

una transformacion de la grafica de su funcion

1. gx) = Lian mx 12. g(x) =L tan 2mx
8 2 § 3 madre. (Consulta los Ejemplos 3 y 4).

13. ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error

cometido al hallar el periodo de la funcién y = cot 3x. 17. glx) =3cscx 18. g(x) =2cscx
19. g(x) = sec 4x 20. g(x) = sec 3x
Lo 2w _ 2w
I . g(x) = = sec mx . g(x) = —sec2mx
X Ferloder e 21, g0 =7 22. g =y sec?
. 23. g(x) = csc = 24. g(x) = csc =
14. ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el - 8 2" - 8 4"

error cometido al describir la transformacién de

f(x) = tan x representada por g(x) = 2 tan 5x PRESTAR ATENCION A LA PRECISION En los Ejercicios

25-28, usa la grafica para escribir una funcion de la
forma y = a tan bx.

Un alargamiento vertical por un factor

de 5y un encogimiento vertical por un 25. I

factorde % : 12

I 26.

15. ANALIZAR RELACIONES Usa la gréfica dada para
hacer la gréfica de cada funcién.

a. f(x) = 3sec2x b. f(x) = 4 csc 3x
y y 27. 28.
o4
4
T X X
< : —> ~—— >
o T T T
3 2 6 2
—4
-4
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USAR LA ESTRUCTURA En los Ejercicios 29-34,
une la ecuacion con la grafica correcta. Explica tu
razonamiento.

29. g(x) =4tanx 30. g(x) =4cotx

31. g(x) =4 csc mx 32. g(x) = 4 sec mx
33. g(x) = sec 2x 34. g(x) =csc2x
A. B.

C y I D

NI

35. ESCRIBIR Explica por qué hay mds de una funcién
tangente cuya grafica pasa por el origen y tiene
asintotasenx = —wyx = .

36. USAR ECUACIONES Haz la grifica de un periodo de
cada funcién. Describe la transformacion de la gréfica

de la funcion madre.
a. g(x) =secx +3 b. gx) =cscx —2

c. g(x) = cot(x — m) d. g(x) = —tanx

ESCRIBIR ECUACIONES En los Ejercicios 37-40, escribe
una regla para g que represente la transformacion
indicada de la grafica de f.

37. f(x) = cot 2x; traslacién 3 unidades hacia arriba y g
unidades a la izquierda

38. f(x) = 2 tan x; traslacién 77 unidades a la derecha,

seguida de encogimiento horizontal por un factor de %

39. f(x) = 5sec (x — m); traslacién 2 unidades hacia
abajo, seguida de una reflexién en el eje x.

Seccion 9.5

40.

41.

42.

43.

44.

f(x) = 4 csc x; alargamiento vertical por un factor de
2 y una reflexion en el eje x.

REPRESENTACIONES MULTIPLES ;Qué funcién tiene
un valor maximo local mayor? ;Cudl tiene un valor
minimo local mayor? Explica.

flx) = %csc X B.

s
4
|
|

~

ANALIZAR RELACIONES Ordena las funciones de la
menor tasa de cambio promedio a la mayor tasa de

. . . T T
cambio promedio sobre el intervalo 1 <x< 7T

X X

T T _T T
2 2 2 2
| | | |
| | | |

RAZONAR Estés de pie en un puente a 140 pies sobre
el suelo. Miras hacia abajo y ves un carro alejandose
del paso subterraneo. La distancia d (en pies) a la

que estd el carro de la base del puente se puede
representar mediante d = 140 tan 6. Haz una gréfica
de la funcién. Describe qué pasa con 6 al aumentar d.

USAR HERRAMIENTAS Usas una videocdmara

para hacer un paneo hacia arriba de la Estatua de

la Libertad. La altura & (en pies) de la parte de la
Estatua de la Libertad que se puede ver a través de tu
videocdmara después de tiempo ¢ (en segundos) se

puede representar mediante 7 = 100 tan %t. Haz una

gréfica de la funcién usando una calculadora gréfica.
(Qué ventana de visualizacion usaste? Explica.
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45.

46.

47.

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Estés de pie

a 120 pies de la base de un edificio de 260 pies.
Observas a tu amigo bajar por un lado del edificio en
un elevador transparente.

Dibujo no hecho a escala

a. Escribe una ecuacién que dé la distancia d (en pies) a
la que estd tu amigo de la parte mds alta del edificio
como una funcién del dngulo de elevacién 6.

b. Haz una grifica de la funcién hallada en la parte
(a). Explica como se relaciona la grafica con esta
situacion.

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Estés de pie a
300 pies de la base de un acantilado de 200 pies. Tu
amigo baja por el acantilado haciendo rapel.

a. Escribe una ecuacién que dé la distancia d (en pies)
a la que esta tu amigo de la cima del acantilado
como una funcién del angulo de elevacion 6.

b. Haz una grifica de la funcién
hallada en la parte (a).

c. Usa una calculadora gréfica
para determinar el dngulo
de elevacién cuando tu
amigo ha hecho rapel hasta
la mitad del acantilado.

ARGUMENTAR Tu amigo dice que no es posible
escribir una funcién cosecante que tenga la misma
grafica que y = sec x. (Es correcto lo que dice tu
amigo? Explica tu razonamiento.

48.

49.

50.

51.

¢COMO LO VES? Usa la grifica para responder cada
pregunta.

a. ;/Cuadl es el periodo de la grafica?
b. (Cual es el rango de la funcién?

c. ¢;La funcién es de la forma f(x) = a csc bx o
f(x) = a sec bx? Explica.

RAZONAMIENTO ABSTRACTO Reescribir a sec bx en
términos de cos bx. Usa tus resultados para explicar la
relacion entre los mdximos y minimos locales de las
funciones coseno y secante.

ESTIMULAR EL PENSAMIENTO Una ecuacion
trigonométrica que es vdlida para todos los valores de
la variable para los cuales ambos lados de la ecuacion
estan definidos se llama una identidad trigonométrica.
Usa una calculadora grafica para hacer la grafica de la
funcion.
1 X X
=— = 4 =k

y 2(tan > cot 2)
Usa tu gréfica para escribir una identidad trigonométrica
que incluya esta funcién. Explica tu razonamiento.

PENSAMIENTO CRITICO Halla una funcién tangente
cuya gréfica interseque la graficade y = 2 + 2 sen x
solo en los puntos minimos de la funcién seno.

Escribe una funcion cibica cuya grafica pase a través de los puntos dados.

’_Mantener el dOMiniO de 'ag maf@ma"ﬁcag Repasar lo que aprendiste en grados y lecciones anteriores

(Seccion 4.9)

52. (—1,0),(1,0),(3,0),(0,3) 53.
54. (—1,0),(2,0),(3,0), (1, —2) 55.

(—2,0),(1,0),(3,0), (0, —6)
(—3,0),(—1,0),3,0),(—2,1)

Halla la amplitud y el periodo de la grafica de la funcion.

56.

(Seccion 9.4)
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REPRESENTAR
CON
MATEMATICAS

Para dominar las

matematicas, necesitas

aplicar las matematicas

que sabes para resolver los

problemas que surgen en
- la vida diaria.

Representar con funciones

trigonometricas

Pregunta esencial ¢Cudles son las caracteristicas de los problemas

de la vida real que se pueden representar mediante funciones trigonométricas?

EXPLORACION 1 Representar corrientes eléctricas

Trabaja con un compaiiero. Halla una funcién seno que represente la corriente
eléctrica que se muestra en cada pantalla de osciloscopio. Expresa la amplitud y el
periodo de la gréfica.

a.

Comunicar tu respuesta

2. ;Cuadles son las caracteristicas de los problemas de la vida real que se pueden
representar mediante las funciones trigonométricas?

3. Consulta el Internet o alguna otra referencia para hallar ejemplos de situaciones
de la vida real que se puedan representar mediante funciones trigonométricas.
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9.6 Leccion

Vocabulario Esencial

frecuencia, pdg. 506
sinusoide, pag. 507

Anterior
amplitude
periodo
linea media

\

Qué aprenderas

P Interpretary usar la frecuencia.
P Escribir funciones trigonométricas.
P Usar herramientas tecnologicas para hallar modelos trigonométricos.

Frecuencia

La naturaleza periddica de las funciones trigonométricas las hace ttiles para
representar movimientos oscilatorios o patrones periddicos que ocurren en la vida
real. Algunos ejemplos son las ondas de sonido, el movimiento de un péndulo y
las estaciones del afio. En tales aplicaciones, el reciproco del periodo se denomina
frecuencia, que da el nimero de ciclos por unidad de tiempo.

FAVZGEM Usar la frecuencia

Un sonido que consiste en una sola frecuencia se denomina fono puro. Un audiémetro
produce tonos puros para evaluar las funciones auditivas de una persona. Un audiémetro
produce un tono puro con una frecuencia f de 2000 hertz (ciclos por segundo). La presién
maéxima P producida a partir del tono puro es de 2 milipascales. Escribe y dibuja un
modelo de la funcién seno que dé la presién P como funcién del tiempo ¢ (en segundos).

%ﬁ##%#%%%#www o HM%%“WM%

SOLUCION

Paso 1 Halla los valores de @ y b en el modelo P = a sen bt. La presién maxima es 2,
entonces a = 2. Usa la frecuencia f para hallar b.

frecuencia = —— Escribe una relacién que involucre la frecuencia y
periodo el periodo.
_ b .
2000 = — Sustituye.
2m
40007 = b Multiplica cada lado por 277

La presién P como funcién del tiempo ¢ estd dada por P = 2 sen 40007r¢.

Paso 2 Haz una grifica del modelo. La amplitud es @ = 2 y el periodo es

1
£ 2000

Los puntos clave son:

Intersecciones: (O,O);(1 ! O)=(l 0);(1 0)

2 °2000° 4000° ") \2000’
i . : l : l ) - ( 1 )
Méximo: (4 2000 2) =~ \8000° 2

(3 1 ):( 3 _)
Minimo: (4 20000 ) = \8000° 2

P Lagrifica de P = 2 sen 40007t se muestra a la izquierda.
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1. {QUE PASA SI? En el Ejemplo 1, cémo cambiaria la funcién si el audiémetro
produjera un tono puro con una frecuencia de 1000 hertz?

Escribir funciones trigonométricas

Las graficas de las funciones seno y coseno se denominan sinusoides. Un método para
escribir una funcién seno o coseno que represente una sinusoide es hallar los valores
de a, b, h, y k por

y=asenb(x —h) +k 0 y=acosb(x—h) +k

donde |a| es la amplitud, 2777 es el periodo (b > 0), & es el desplazamiento horizontal y

k es el desplazamiento vertical.

(2NN Escribir una funcién trigonométrica

Escribe una funcién para la sinusoide que se muestra.

% &3)

SOLUCION

Paso 1 Halla los valores mdximo y minimo. Con base en la grifica, el valor maximo
es 5y el valor minimo es —1.

Paso 2 Identifica el desplazamiento vertical, k. El valor de k es la media de los

CONSEJO DE valores mdximo y minimo.
ESTUDIO k= (valor maximo) + (valor minimo) _ 5 + (=1) _ 4 _ )

Dado que la grafica 2 2 2

repite cada g unidades, el Paso 3 Decide si la grafica se deberfa representar mediante una funcién seno o

_ - coseno. Dado que la gréfica cruza la linea media y = 2 en el eje y, la grafica
periodo es > es una curva sinusoide sin desplazamiento horizontal. Entonces, 4 = 0.
{> Paso 4 Halla la amplitud y el periodo. El periodo es
. 2w
Verifica T=2T b =4
: 2T ™

La amplitud es

_ (valor maximo) — (valor minimo) _ 5 — (—1) _ 6 _
ol = 2 ST T2k

27 La grafica no es una reflexion, entonces a > 0. Por lo tanto, a = 3.

NI}

P Lafunciénesy = 3 sen 4x + 2. Verificalo haciendo una gréfica de la funcién en
una calculadora grafica.
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Verifica

Usa la funcién tabla de una
calculadora grafica para

verificar tu modelo.

oluciones

508 Capitulo 9

EJEMPLO 3 Representar el movimiento circular

Dos personas balancean sogas para saltar, tal como se muestra en el diagrama. El
punto mds alto del medio de cada soga estd a 75 pulgadas sobre el suelo y el punto més
bajo estd a 3 pulgadas. La soga hace 2 revoluciones por segundo. Escribe un modelo
para la altura & (en pulgadas) de una soga como una funcién del tiempo 7 (en segundos)
dado que la soga estd en su punto mds bajo cuando ¢t = 0.

75 pulg Sobre el suelo

Jgﬁjw_‘- b v»‘i

3 pulg sobre el suelof_ e T

Dibujo no hecho a escala

SOLUCION

Una soga oscila entre 3 pulgadas y 75 pulgadas sobre el suelo. Entonces, una funcién
seno o coseno podria ser un modelo apropiado para la altura en el tiempo.

Paso 1 Identifica los valores maximo y minimo. La altura maxima de una soga es
75 pulgadas. La altura minima es 3 pulgadas.

Paso 2 Identifica el desplazamiento vertical, k.

k= (valor maximo) + (valor minimo) _ 75 + 3
2 2

Paso 3 Decide si la altura deberia representarse mediante una funcién seno o coseno.
Cuando t = 0, la altura estd en su minimo. Entonces, usa una funcion coseno
cuya gréfica sea una reflexion en el eje x que no tenga desplazamiento
horizontal (h = 0).

=39

Paso 4 Halla la amplitud y el periodo.

_ (valor mdximo) — (valor minimo)_ 75 — 3
2 2

Dado que la grafica es una reflexion en el eje x, a < 0. Entonces, a = —36. Dado
que una soga rota a una velocidad de 2 revoluciones por segundo, una revolucién

= 36.

La amplitud es |a|

se completa en 0.5 segundos. Entonces, el periodo es 2777 =05,yb=4m

P> Un modelo para la altura de la soga es h(f) = —36 cos 4t + 39.

. N
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Escribe una funcion para la sinusoide.

4. ;QUE PASA SI? Describe cémo cambia el modelo en el Ejemplo 3 cuando el
punto mds bajo de una soga estd a 5 pulgadas sobre el suelo y el punto mds alto
estd a 70 pulgadas sobre el suelo.

Razones y funciones trigonométricas



Usar la tecnologia para hallar modelos trigonométricos

Otra manera de representar las sinusoides es usar una calculadora gréfica que tenga
una funcién de regresion sinusoidal.

EJEMPLO 4 VEETRE regresion sinusoidal

La tabla muestra los nimeros N de horas de luz del dia en Denver, Colorado, en el dia
15 de cada mes, donde ¢ = 1 representa Enero. Escribe un modelo que dé N como una
funcion de ¢ e interpreta el periodo de su grifica.

CONSEJO DE
ESTUDIO

Observa que la funcién

un modelo de la forma

b
escribir como y = a sen

b(x + %) +d.

regresion sinusoidal halla

de 2m dado que se puede

y = a sen(bx + ¢) + d. Esta
funcion tiene un periodo

>

t 1 2 3 4 5 6

N | 9.68 | 10.75 | 11.93 | 13.27 | 14.38 | 14.98

t 7 8 9 10 11 12

N | 1470 | 13.73 | 12.45 | 11.17 | 9.98 9.38
SOLUCION

Paso 1 Ingresa los datos en la
calculadora gréfica.

Paso 2 Haz un diagrama de dispersion.

20

(L1 L2

9.68 I .t
10.75 + [

2 L]

3 11.93 L= 0.
4 13.27 -
5 14.38
6 14.98
7 14.7
1

Paso 3 El diagrama de dispersién Paso 4
parece sinusoidal. Entonces

haz una regresién sinusoidal.

Haz una grafica de los datos y el
modelo en la misma ventana
de visualizacion.

20
(RegSin i )
y=a*sin(bx+c)+d I
a=2.764734198 -
b=.5111635715 I
c=-1.591149599 -
d=12.13293913 I
1) L S 13
0

EIl modelo parece ajustarse bien. Entonces, un modelo para los datos es
N =2.76 sen(0.511¢ — 1.59) + 12.1. El periodo, % =~ 12, tiene sentido
porque hay 12 meses en un afio y puedes esperar que este patrén continte en los

afos siguientes.

. N
Monitoreo del progreso *»’ Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

5. La tabla muestra la temperatura diaria promedio T (en grados Farenheit) para una
ciudad cada mes, donde m = 1 representa enero. Escribe un modelo que dé T’
como una funcién de m e interpreta el periodo de su grafica.

m | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
T | 29|32 39|48 59 |68 |74 |72 |65|54 |45 ]| 35
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9.6 Ejercicios

Soluciones dinamicas disponibles en BigldeasMath.com

—Verificacion de vocabulario y concepto esencial

1. COMPLETAR LA ORACION Las gréficas de las funciones seno y coseno se denominan

2. ESCRIBIR Describe como hallar la frecuencia de la funcién cuya grafica se muestra.

Monitoreo del progreso y Representar con matematicas

En los Ejercicios 3-10 halla la frecuencia de la funcion.

3.

n".

12.

510

y = senx 4. y=sen3x
y=cosdx + 2 6. y= —cos2x
y = sen 37x 8. y=cos%

y= %cosO]Sx ~8 10. y=3sen02x+6
REPRESENTAR CON MATEMATICAS La frecuencia
mds baja de los sonidos que los humanos pueden oir
es 20 hertz. La presién maxima P producida a partir
de un sonido con una frecuencia de 20 hertz es de
0.02 milipascales. Escribe y haz una grafica de un
modelo de la funcién seno que dé la presién P como
funcién del tiempo ¢ (en segundos). (Consulta el
Ejemplo 1).

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Un diapas6n
vibra con una frecuencia f de 440 hertz (ciclos por
segundo). Golpeas un diapasén con una fuerza que
produce una presién maxima de 5 pascales. Escribe y
haz la grafica de un modelo de funcién seno que dé la
presion P como funcién del tiempo ¢ (en segundos).

Capitulo 9

En los Ejercicios 13-16, escribe una funcién para la
sinusoide. (Consulta el Ejemplo 2).

13.

14.

15.

Razones y funciones trigonométricas



17.

18.

19.

20.

ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error
cometido al hallar la amplitud de una sinusoide con un
punto méaximo en (2, 10) y un punto minimo en (4, —6).

X |a| = (valor maximo) + (valor minimo)
2

ANALISIS DE ERRORES Describe y corrige el error
cometido al hallar el desplazamiento vertical de una
sinusoide con un punto maximo en (3, —2) y un punto
minimo en (7, —8).

X o (valor maximo) + (valor minimo)
2
_7+3
N 2
=5

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Una de las
madquinas de coser mds grandes del mundo tiene un
volante (que gira cuando la maquina cose) de 5 pies de
didmetro. El punto mds alto de la manivela en el borde
del volante estd a 9 pies sobre el suelo, y el punto mas
bajo estd a 4 pies. El volante hace una vuelta completa
cada 2 segundos. Escribe un modelo para la altura /
(en pies) de la manivela como funcién del tiempo 7 (en
segundos) dado que la manivela estd en su punto mas
bajo cuando ¢ = 0. (Consulta el Ejemplo 3).

REPRESENTAR CON MATEMATICAS La Noria de
Great Laxey, que se encuentra en la Isla de Man, es

la noria de agua en funcionamiento mas grande del
mundo. El punto més alto de una cubeta en la noria
estd a 70.5 pies sobre el mirador y el punto mas bajo
estd a 2 pies debajo del mirador. La noria da una
vuelta completa cada 24 segundos. Escribe un modelo
para la altura & (en pies) de la cubeta como funcién
del tiempo ¢ (en segundos) dado que la cubeta estd en
su punto mds bajo cuando 7 = 0.

Seccion 9.6

USAR HERRAMIENTAS En los Ejercicios 21y 22, el
tiempo ¢ se mide en meses, donde £ = 1 representa
enero. Escribe un modelo que dé la temperatura alta
promedio mensual D como funcion de ¢ e interpreta el
periodo de la grafica. (Consulta el Ejemplo 4).

21. Temperaturas del aire en
Apple Valley, California
t 1 2 3 4 5 6
D | 60 63 | 69 | 75 85 94
t 7 8 9 10 11 12
D | 99 99 | 93 | 81 69 60
22. Temperaturas del agua en
Miami Beach, Florida
t 1 2 3 4 5 6
D | 71 73 | 75 | 78 | 81 85
t 7 8 9 10 11 12
D | 86 85 | 84 | 81 76 73

23. REPRESENTAR CON MATEMATICAS Un circuito tiene
un voltaje alterno de 100 voltios que genera picos
cada 0.5 segundos. Escribe un modelo sinusoidal para
el voltaje V como funcién del tiempo ¢ (en segundos).

(

1
-, 100
8 )

100

3
=, —100
(8 )

24. REPRESENTACIONES MULTIPLES La grifica muestra
la temperatura diaria promedio de Lexington,
Kentucky. La temperatura diaria promedio de
Louisville, Kentucky, esta representada mediante

y = —22cos %Tt + 57, donde y es la temperatura

(en grados Farenheit) y 7 es el niimero de meses desde
el 1ro de enero. ;Qué ciudad tiene el promedio de
temperatura diaria mds alto? Explica.

Temperatura Diaria en Lexington

g T
A

é 80 (6, 76)

E = L~ NG

o~ 400_" |

£ (0, 33)

S ol >
0 2 4 6 8 10 t

Meses desde el 1ro. de enero
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25. USAR HERRAMIENTAS La tabla muestra los nimeros
de empleados N (en miles) en una compaiia de articulos
deportivos cada afio durante 11 afos. El tiempo ¢ se

mide en afios, donde ¢ = 1 representa el primer afio.

t 1 2 3 4 5 6

N | 20.8 | 22.7 | 246 | 232 | 20 | 175
t 7 8 9 10 11 12
N | 1677 | 17.8 | 21 22 | 241

a. Usa la regresion sinusoidal para hallar un modelo
que dé N como funcién de 7.

b. Predice el nimero de empleados en la compaiiia
en el duodécimo afio.

26. ESTIMULAR EL PENSAMIENTO La figura muestra

una linea tangente dibujada a la grafica de la funcién

y = sen x. En varios puntos de la gréfica, dibuja una
linea tangente a la gréfica y estima su pendiente. Luego
marca los puntos (x, m), donde m es la pendiente de la

linea tangente. ;A qué conclusién puedes llegar?

La pendiente de la linea
tangente en (0, 0) es 1.

27. RAZONAR Determina si usarias una funcién seno
0 coseno para representar cada sinusoide con
la interseccion con el eje y descrita. Explica tu

razonamiento.

a. La interseccién con el eje y ocurre en el valor
mdximo de la funcién.

b. La interseccion con el eje y ocurre en el valor
minimo de la funcién.

c. Lainterseccion con el eje y ocurre entre los
valores mdximo y minimo de la funcién.

28. ;COMO LO VES? ;Cuil es la frecuencia de la
funcién cuya gréafica se muestra? Explica.

29. USAR LA ESTRUCTURA Durante un ciclo, una

. . . s o P
sinusoide tiene un minimo en (E’ 3) y un maximo
T . L .
en (Z’ 8). Escribe una funcién seno y una funcién

coseno para la sinusoide. Usa una calculadora gréfica
para verificar que tus respuestas sean correctas.

30. ARGUMENTAR Tu amigo dice que una funcién con

una frecuencia de 2 tiene un periodo mayor que una
. . 1

funci6n con una frecuencia de 3. ; Es correcto lo que

dice tu amigo? Explica tu razonamiento.

31. RESOLVER PROBLEMAS La marea baja en un puerto
es de 3.5 pies y ocurre a medianoche. Después de

6 horas, el puerto estd en marea alta, que es de 16.5 pies.

‘ marea alta:
16.5 pies
marea baja:

a. Escribe un modelo sinusoidal que dé la
profundidad de la marea d (en pies) como funcién
del tiempo ¢ (en horas). Imagina que r = 0
representa la medianoche.

b. Halla todas las veces en que ocurren mareas bajas
y altas en un periodo de 24 horas.

c. Explica como se relaciona la grafica de la funcién
que escribiste en la parte (a) con una grafica que
muestra la profundidad de la marea d en el puerto
t horas después de las 3:00 A.m.

’_Manfener e, dOMiniO de lag matema‘ticag Repasar lo que aprendiste en grados y lecciones anteriores

Simplifica la expresion. (Seccion 5.2)
32. 17 33. 3 34. 8 35. B
V2 Ve —2 V10 + 3 V3 + V11
Desarrolla la expresion logaritmica. (Seccion 6.5)
36. 1og8§ 37. In2x 38. log, 5x° 39. In 47)66
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Usar identidades trigonométricas

Pr 6gun1'a egenCial ( Como puedes verificar una identidad

trigonométrica?

SCIGTYNGGIEN  Escribir una identidad trigonomeétrica

Trabaja con un compaifiero En la figura, el punto AY
(x, y) estd en un circulo de radio ¢ con el centro en

el origen. (x, y)

a. Escribe una ecuacién que relacione a, b, y c.

b. Escribe las expresiones de las razones seno y
coseno del dngulo 6. b

¢. Usa los resultados de las partes (a) y (b)
para hallar la suma de sen?6 y cos26. ;{Qué |/ ]
observas? Ty a

xY

d. Completa la tabla para verificar que la identidad que escribiste en la parte (c) sea
valida para los dngulos (de tu eleccién) en cada uno de los cuatro cuadrantes.

0 sen? 6 cos? 0 sen? 0 + cos? 6

Ql
Qll
Qlll
Qlv

EXPLORACION 2

Escribir otras identidades trigonométricas

Trabaja con un compaiiero. La identidad trigonométrica que dedujiste en
la Exploracion 1 se denomina identidad Pitagérica. Hay otras dos identidades
Pitagoricas. Para deducirlas, recuerda las cuatro relaciones:

RAZONAR DE
MANERA ABSTRACTA

Para dominar las 0 0
L. . n
matematicas, necesitas tan 0 = se 7 cot 6= cos 0
conocer y usar en forma cos sen
flexible las diferentes 1
. sec 0 = csc 0=
propiedades de las cos 6 sen 6

operaciones y los objetos. {>

a. Divide cada lado de la identidad pitagérica que dedujiste en la Exploracién 1 entre
cos26y simplifica. {Qué observas?

b. Divide cada lado de la identidad Pitagérica que dedujiste en la Exploracién 1 entre
sen?6 y simplifica. ;Qué observas?

Comunicar tu respuesta

3. (Cémo puedes verificar una identidad trigonométrica?

4. ;Essen 6 = cos 6 una identidad trigonométrica? Explica tu razonamiento.

5. Da algunos ejemplos de identidades trigonométricas que sean diferentes a las de

las Exploraciones 1 y 2.

Seccion 9.7
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Qué aprenderas

P Usar identidades trigonométricas para evaluar funciones trigonométricas
y simplificar expresiones trigonométricas.

Vocabulario Esencial P Verificar identidades trigonométricas.
identidad trigonomeétrica,

pag. 514 Usar identidades trigonométricas
Anterior Recuerda que si un dngulo 6 estd en posicién
circulo unitario estandar y su lado terminal interseca el

circulo unitario en (x, y), entonces x = cos 0 (cos 6, sen6) = (x, y)

y y = sen 6. Dado que (x, y) estd en un

CONSEJO DE circulo centrado en el origen con radio 1, se > >~
ESTUDIO infiere que x2 + y2 = 1y cos20 + sen?f = 1.
Observa que sen? 6 X2+ yr=

representa a (sen 6)2 y cos? 0

representa a (cos 6)2. {>

<

cos2 O+ sen? 0 =1.

La ecuacién cos? 6 + sen? 6 = 1 es verdadera para todo valor de 6. Una ecuacién
trigonométrica que es verdadera para todos los valores de la variable por la que

se definen ambos lados de la ecuacién se denomina identidad trigonométrica.

En la seccién 9.1, usaste identidades reciprocas para hallar los valores de las
funciones cosecante, secante y cotangente. Estas y otras identidades trigonométricas
fundamentales estan enumeradas a continuacion.

) Concepto Esencial

Identidades trigonométricas fundamentales
Identidades reciprocas

sec 0 = cot 0 =

csc 0=
sen 0 cos 0 tan 0

Identidades tangente y cotangente

sen 0 cot 6 = cos 60

tan 0 =
cos 6 sen 6

Identidades pitagoricas

sen2@+cos20=1 1+ tan® 0= sec? 6 1+ cot? §=csc? 6

Identidades cofuncionales

w = T _ )= T _ )=
sen(E 0) = cos 6 cos(2 0) sen 6 tan( ) 0) cot 0
Identidades de angulo negativo
sen(—6) = —sen 0 cos(—6) = cos 0 tan(—6) = —tan 6

En esta seccidn, usards identidades trigonométricas para hacer lo siguiente.
» Evaluar funciones trigonométricas.
* Simplificar expresiones trigonométricas.

* Verificar otras identidades trigonométricas.

514 Capitulo 9 Razones y funciones trigonométricas



(VRN Hallar valores trigonométricos

Dado que sen 0 = %yg < 0 < mr, halla los valores de las otras cinco funciones

trigonométricas de 6.

SOLUCION
Paso 1 Halla cos 6.
sen? 6 + cos? 6 = 1 Escribe la identidad pitagoérica.
(g)z +cos2 =1 Sustituye g por sen 6.
cos?0=1— (%)2 Resta (g)z de cada lado.
cos? 6 = = Simplifica.
25
cos 6 = i% Saca la raiz cuadrada de cada lado.
cos 6 = —% Dado que 6 esta en el Cuadrante I, cos 6

es negativo.

Paso 2 Halla los valores de las otras cuatro funciones trigonométricas de 6 usando
los valores de sen 6y cos 6.

4 3
_senf_ 5 _ _4 _cosf _ S5S_ 3
tan 0 = cosf 3 3 cot 0 sen 4 2
5 5
1 1 _5 _ v _ 1 __5
CSC6'_senB 4 4 sec 0 cos 6 3 3
5

EJEMPLO 2 Simplificar expresiones trigonométricas

Simplifica (a) tan(g - 0) sen 0y (b) sec 6 tan? 6 + sec 6.

SOLUCION
a. tan(g - 0) sen 6 = cot O sen 0 Identidad cofuncional
= (COS 0 )(sen 0) Identidad cotangente
sen 6
=cos 0 Simplifica.
b. sec 6 tan? 6 + sec 0 = sec O(sec? § — 1) + sec 0 Identidad pitagorica
=sec? 0 — sec 0 + sec 0 Propiedad distributiva
=sec? 6 Simplifica.

. N
Monitoreo del progreso 4»’ Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

1. Dado que cos 0 = é y0< 6< g, halla los valores de las otras cinco funciones
trigonométricas de 6.
Simplifica la expresion.

tan x csc x
Sec x

2. sen x cot x sec x 3. cos O — cos Osen? 6 4.
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Verificar identidades trigonométricas
Puedes usar las identidades fundamentales de este capitulo para verificar nuevas
identidades trigonométricas. Al verificar una identidad, comienza con la expresion a

un lado. Usa el dlgebra y las propiedades trigonométricas para manipular la expresion
hasta que sea idéntica al otro lado.

[F[AVIEN Verificar una identidad trigonométrica

29—
Verifica la identidad % = sen? 6.
sec” 6
SOLUCION
secO—1_sec’d_ 1 Escribe como fracciones separadas
sec? 0 sec2 0 sec? 6 )
12
=1- ( ) Simplifica.
sec 0
=1—cos?0 Identidad reciproca
= sen® 0 Identidad pitagdrica

Observa que verificar una identidad no es lo mismo que resolver una ecuacion. Al
verificar una identidad, no puedes presuponer que los dos lados de la ecuacién son iguales
porque estds tratando de verificar si son iguales. Entonces, no puedes usar ninguna
propiedad de igualdad, tales como sumar la misma cantidad a cada lado de la ecuacion.

(I[N N Verificar una identidad trigonomeétrica

Verifica la identidad sec x + tan x = —>%
1 —senx
BUSCAR UNA SOLUCION
ESTRUCTURA : )
. ) ) secx + tan x = + tan x Identidad reciproca
Para verificar la identidad, cos x
debes ingresar 1 — sen x 1 sen x
i = + Identidad tangente
a Ios.delnomlnadores. cos x| cosx g
Multiplica el numeradory
el denominador por _ I *senx Suma las fracciones.
1 — sen x para obtener una Cos x
expresion equivalente. 1 +senx | — senx 1 — sen x
. {> = . Multiplica por ——=.
CoS X 1 —senx 1 —senx
1 — sen? x

T —— Simplifica el numerador.
cos x(1 — sen x)

2
—_ costx Identidad pitagérica
cos x(1 — sen x)

= _COSX Simplifica.
1 —senx

. D
Monitoreo del progreso ‘\” Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

Verifica la identidad.

5. cot(—) = —cot 0 6. csczx(1 — sen?x) = cot? x

7. cosxcscxtanx = 1 8. (tan?x + 1)(cos?x — 1) = —tan x
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9.7 Ejercicios

Soluciones dinamicas disponibles en BigldeasMath.com

Verificacion de vocabulario y concepto esencial

1. ESCRIBIR Describe la diferencia entre una identidad trigonométrica y una ecuacién trigonométrica.

2. ESCRIBIR Explica como usar identidades trigonométricas para determinar si sec(—6) = sec 6 o

sec(—6) = —sec 6.

Monitoreo del progreso y Representar con matematicas

En los Ejercicios 3-10, halla los valores de las otras
cinco funciones trigonométricas de 0. (Consulta el
Ejemplo 1).

3. sen0=%,0<0<7—7

2
__ 1 3m
4. sen 6= 10,77'<0< )
5. tanf= > T <0<
) 72
- 2=
6. cotfh= 5,2<6i<71'
__5 3m
7. cos 0= 6,71'<6< >
9 37
8 se06—4, > < 60<2m
9. cot0=—3,377T<0<27T
__5 3m
10. csc = 3',77'< 0 < >

En los Ejercicios 11-20, simplifica la expresion.
(Consulta el Ejemplo 2).

11. senxcotx 12. cos 6(1 + tan? 6)
_ 2
13. sen(—6) 14, OS5 X
cos(—6) cot?x
T
cos(z - x)
15, —— 16. sen(ﬂ - 0) sec 6
cSC x 2
24— enf2 2 2 y) —
17, Ss¢°x cot® x 18. €08 xtan“(—x) — 1
sen(—x) cot x cos? x
cos(g — 0)
19. — =~ +cos?
csc 0

T
sec x sen x + cos(z - x)
20.

1 + secx

ANALISIS DE ERRORES En los Ejercicios 21 y 22, describe
y corrige el error cometido al simplificar la expresion.

21.
X 1—sen26=1— (1 + cos? 6)
=1—1—cos?0
= —cos? 0
22.
X _cosx 1
tanxcsc x = 3
senx senx
_ cosx
sen? x

En los Ejercicios 23-30, verifica la identidad. (Consulta
los Ejemplos 3 y 4).

23. senxcscx =1 24. tan Ocsc Ocos 6 =1
25. cos(7—27 - x) cotx = cos X

26. sen(7—27 - x) tan x = sen x

T
cos(— — 0) +1 5
2 sen’(—x) _ cos? x

27. — =1 . 5
1 — sen(—6) tan“ x
20, 1+ cosx Lo_senx 2 osc x
sen x 1+ cosx
30. _senx cscx + cotx
1 — cos(—x)

31. USAR LA ESTRUCTURA Una funcion fes impar si
f(—x) = —f(x). Una funcion es par si
f(—=x) = f(x). {Cudl de las seis funciones
trigonométricas son impares? ;Cudles son pares?
Justifica tus respuestas usando identidades y gréficas.

32. ANALIZAR RELACIONES ;Al aumentar el valor de
cos 6, qué pasa con el valor de sec 07 Explica tu
razonamiento.
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33.

34.

35.

ARGUMENTAR Tu amigo simplifica una expresiéon y
obtiene sec x tan x — sen x. Ta simplificas la misma
expresion y obtienes sen x tan? x. ;Tus respuestas son
equivalentes? Justifica tu respuesta.

¢COMO LO VES? La figura muestra el circulo
unitario y el dngulo 6.

a. (Es sen 6 positivo o negativo? ;Y cos 6? ;Y tan 6?
b. ;A qué cuadrante pertenece el lado terminal de — 6?
c. (Es sen(—0) positivo o negativo? ;Y cos(—6)?

LY tan(—6)?
AY

%
-

(x, y)

N

A

-
<€

"7

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Un gnomon
vertical (la parte de un reloj de sol que proyecta una
sombra) tiene una altura . La longitud s de la sombra
que arroja el gnomon cuando el dngulo del sol sobre
el horizonte es 6 se puede representar mediante

la siguiente ecuaciéon. Demuestra que la ecuacion
siguiente es equivalente a s = h cot 6.

h sen(90° — 0)
§=—"
sen 0

36.

\

ESTIMULAR EL PENSAMIENTO Explica cémo puedes
usar una identidad trigonométrica para hallar todos los
valores de x para los cuales sen x = cos x.

37. SACAR CONCLUSIONES La friccion estdtica es la

38.

39.

cantidad de fuerza necesaria para evitar que se mueva
un objeto estacionario en una superficie plana. Supén
que un libro que pesa W libras esta puesto en una
rampa inclinada en un dngulo 6. El coeficiente de
friccién estdtica u para el libro se puede hallar usando
la ecuacién uW cos 6 = W sen 6.

a. Resuelve la ecuacién para u y simplifica el
resultado.

b. Usa la ecuacion de la parte (a) para determinar qué
pasa con el valor de u al aumentar el angulo 6 de
0°a90°.

RESOLVER PROBLEMAS Cuando la luz que viaja en
un medio (tal como el aire) golpea la superficie de un
segundo medio (tal como el agua) en un dngulo 6,, la
luz comienza a viajar en un dngulo diferente 6,. Este
cambio de direccidn estd definido por la ley de Snell,
n; sen 0, = n, sen 6,, donde n, y n, son los indices de
refraccion de los dos medios. La ley de Snell se puede
deducir de la ecuacién

aire: n,
m n

Veo2 0, + 1 \cot2 6, + 1 . agua g

a. Simplifica la ecuacién para deducir la ley de Snell.
b. (Cudl es el valor de n; si 8, = 55°, 6, = 35°,

yn, =27
c. Si 0, = 6,, entonces qué debe ser verdadero acerca

de los valores de n; y n,? Explica cudndo ocurriria
esta situacion.

ESCRIBIR Explica como las transformaciones de la
gréfica de la funcién madre f(x) = sen x apoyan la

identidad cofuncional sen(g - 0) = cos 6.

40. USAR LA ESTRUCTURA Verifica cada identidad.

a. In|sec 6] = —In|cos 6|

b. In|tan 6| = In|sen 6] — In|cos 6|

’_Mantener el dOMi”iO de lag mafema’ticas Repasar lo que aprendiste en grados y lecciones anteriores ‘

Halla el valor de x para el triangulo rectangulo.

a1. 42.
11 3/ |x
n H
X

(Seccion 9.1)

43,

30°

X
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CONSTRUIR
ARGUMENTOS
VIABLES

Para dominar las
matematicas, necesitas
comprender y usar las
suposiciones y definiciones
expresadas, y los resultados
previamente establecidos.

‘ >

Usar formulas de suma y diferencia

Pr 6gun1'a egencial (Como puedes evaluar funciones

trigonométricas de la suma o diferencia de dos angulos?

(A le:¥.al[el'lBl Deducir una formula de diferencia

Trabaja con un compaiiero.

a. Explica por qué los dos tridngulos que se muestran son congruentes.

Vo d 3 (cos(a — b), sen(a — b))

y
(cos a, sen a)
(cos b, sen b) d
a 1
2= b\\(1, 0)
X x

Y Y

A

=3

. Usa la férmula de distancia para escribir una expresion para d en el primer
circulo unitario.

e

Usa la férmula de distancia para escribir una expresion para d en el segundo
circulo unitario.

(=1

. Escribe una ecuacién que relacione las expresiones en las partes (b) y (c). Luego
simplifica esta ecuacion para obtener una férmula para cos(a — b).

EXPLORACION 2 Deducir una formula de suma

Trabaja con un compafiero. Usa la formula de diferencia que dedujiste en la Exploracion 1
para escribir una férmula para cos(a + b) en términos del seno y coseno de a y b. Pista: Usa
el hecho de que

cos(a + b) = cos[a — (—b)].

SCIGTVYEGIE]  Deducir formulas de diferencia y de suma

Trabaja con un compafiero. Usa las férmulas que dedujiste en las Exploraciones 1 y
2 para escribir formulas para sen(a — b) y sen(a + b) en términos del seno y el coseno
de ay b. Pista: Usa las identidades cofuncionales.

sen(7—T - a) = cosa cos(7—T - a) =sena
2 V)
y el hecho de que

cos[(g - a) + b] = sen(a — b) y sen(a + b) = sen[a — (—b)].

Comunicar tu respuesta

4. ;Coémo puedes evaluar funciones trigonométricas de la suma o diferencia de
dos angulos?

5. a. Halla los valores exactos de sen 75° y cos 75° usando férmulas de suma.
Explica tu razonamiento.

b. Halla los valores exactos de sen 75° y cos 75° usando férmulas de diferencia.
Compara tus respuestas con las respuestas de la parte (a).
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G R Yl I Qué aprenderas

P Usar férmulas de suma y diferencia para evaluar y simplificar expresiones
trigonomeétricas.

Vocabulario Esencial . : : :
P Usar férmulas de suma y diferencia para resolver ecuaciones
Anterior trigonométricas y reescribir formulas de la vida real.
Lrazén
Usar Formulas de suma y diferencia
En esta leccion, estudiards formulas que te permitan evaluar funciones trigonométricas
de la suma o diferencia de dos dngulos.
C) Concepto Esencial
Formulas de suma y diferencia
Férmulas de suma Foérmulas de diferencia
sen(a + b) =senacosb + cosasenb | sen(a — b) = sena cos b — cosa sen b
cos(a +b) =cosacosb —senasenb | cos(a — b) =cosacosb + senasenb
tana + tan b tana — tan b
t +bh)=—"—"—"- t —-b)=——"—7-—7—
L an(a ) 1 —tanatanb an(a ) 1 + tanatan b
En generall, sen(a + b) # sen a + sen b. Se pueden hacer enunciados similares para
las otras funciones trigonométricas de sumas y diferencias.
(FEAVGEN Evaluar expresiones trigonométricas
Halla el valor exacto de (a) sen 15°y (b) tan 71—72T
SOLUCION
Verifica a. sen 15° = sen(60° — 45°) Sustituye 60° — 45° por 15°.
sen(15%) = sen 60° cos 45° — cos 60° sen 45° Formula de diferencia para seno
.2588190451 _ ﬁ(@) B l(@) —_—
(J6)-[(2))/4 2327 212
.2588190451 Ve — V2 A
== Simplifica.
P> El valor exacto de sen 15° es V6 - \/E. Verificalo con una calculadora.
P b. tan Im_ tan(ﬂ + 7—7) Sustituye KL por 7—77.
Verifica 12 304 34712
' ~ T T
tan(7n/12) tan§+tanz
-3.732050808 S ——— Férmula de suma para tangente
) 1 — tan — tan —
-2-](3) 3 4
-3.732050808 V34 ,
=— Evalta.
1-V3.1
=-2-V3 Simplifica.

P> El valor exacto de tan 71—727 es —2 — V3. Verificalo con una calculadora.
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OTRA MANERA

También puedes usar una
identidad pitagorica 'y
signos de cuadrante para
hallar sen a y cos b.

>

AV Usar una formula de diferencia

Halla cos(a — b) dado que cos a = —% con < a< 3777 ysenb = % con

0<b<?Z
2

SOLUCION

Paso1 Hallasenay cos b.
Dado que cos a = —% y que a esta Dado que sen b = % y que b esta
en el Cuadrante III, sen a = —g, tal en el Cuadrante I, cos b = 3 tal

como se muestra en la figura.

como se muestra en la figura.

AY AY
13
. 4 5 =N
< - > =< -
2 2 ’ f
v5s—42=3 5 V132 =52 =12
Y Y

Paso 2 Usa la férmula de diferencia para la funcién coseno para hallar cos(a — b).

cos(a — b) = cos acos b + sen a sen b

<5+ ()

= —Q
65
P El valor de cos(a — b) es —2—2.

EJEMPLO 3

Simplifica la expresion cos(x + 7).

SOLUCION
cos(x + 77) = cOS X COS 77 — sen x sen 7T
= (cos x)(—1) — (sen x)(0)

= —COS X

Formula de diferencia para coseno

Evalua.

Simplifica.

Simplificar una expresion

Férmula de suma para coseno
Evalda.

Simplifica.

] 5
Monitoreo del progreso ‘)’V Ayuda en inglés y espafiol en BigldeasMath.com

Halla el valor exacto de la expresion.

o o Sm il
1. sen 105 2. cos 15 3. tan 2 4. cos 2
_ 38 T 24
5. Halla sen(a — b) dado que sen a = 17 con O<acx 5 ¥ cos b= s
3
conm<b<—.
2
Simplifica la expresion.
6. sen(x + ) 7. cos(x — 2m) 8. tan(x — m)

Seccion 9.8

Usar formulas de suma y diferencia
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Resolver ecuaciones y rescribir formulas

(F[AVIRN Resolver una ecuacién trigonométrica

Resuelve sen(x + %T) + sen(x - %T) =lpara0 <x < 2m.

D SOLUCION

w o w
senxcos§+cosxsen§+ SCH)CCOSg_COS)CSﬂl

OTRA MANERA

También puedes resolver
la ecuacion usando una

sen(x + %T) + sen(x — %T =1 Escribe la ecuacion.

T .
— =1 Usa las formulas.

calculadora gréfica. 3

Primero, haz la grafica de Lenx+ ﬁ cos x + L senx — ﬁ cosx =1 Evalla.
cada lado de la ecuacion 2 2 2 2

original. Luego usa la senx =1  Simplifica.

funcién interseccion para

hallar el (los) valor(es) de x > En el intervalo 0 < x < 27, la solucidén es x = %T
donde las expresiones son
—iguales. SN RN  Rescribir una formula de la vida real
p El indice de refraccion de un material transparente es la razén entre la velocidad de la
aire be e luz en un vacio con la velocidad de la luz en el material. Un prisma triangular, como el
e “\ o que se muestra, se puede usar para medir el indice de refraccién usando la férmula.
o sen(g—kg)
NG _ 2 2
sen 6
’ Va
prSTe Para @ = 60°, demuestra que la férmula se puede reescribir como n = 73 + % cot g
SOLUCION
sen(g + 30°) 60°
n=———.-—— Escribe la formula con £ = = 30°.
sen 9 2 2
2
sen 9 cos 30° + cos 9 sen 30°
2 2 .
= Férmula de suma para seno
sen E
) )1
2/\ 2 2/\2 .
= Evalua.
sen 9
2
V3 6 0
TSCH 5 —COS 5
= 5 + ) Escribe como fracciones separadas.
sen o sen
= ? + %cotg Simplifica.

] S
Monitoreo del progreso 43‘” Ayuda en inglés y espaiiol en BigldeasMath.com

9. Resuelve sen(% - x) - sen(x + ?IT) =lpara0 < x < 2m.
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9-8 E]erCICIOS Soluciones dinamicas disponibles en BigldeasMath.com

—Verificacion de vocabulario y concepto esencial

1. COMPLETAR LA ORACION Escribe la expresion cos 130° cos 40° — sen 130° sen 40° como el
coseno de un dngulo.

2. ESCRIBIR Explica como evaluar tan 75° usando la férmula de suma o de diferencia para la tangente.

Monitoreo del progreso y Representar con matematicas

En los Ejercicios 3-10, halla el valor exacto de la 24.
expresion. (Consulta el Ejemplo 1). X e (x - 727) - sengcosx— cos;—Tsenx
3. tan(—15° 4. tan 195°
_V2 V2
237 = —C0SX— —senx
5. sen T 6. sen(—165°) 2 2
117 ='e =
7. 105° 8. — = (cos x — sen x)
cos cos —~ 2
177 ( 777')
. —_— 10. -
9. tan 12 0. sen 12 25. ;Cudles son las soluciones de la ecuacion 2 senx — 1 =0

paraQ < x < 27?
En los Ejercicios 11-16, evaliia la expresion dado

™ T
4 T _ 15 @ 3 6
quecosa =—-con0 <a <—ysenb =——con
3 5 2 17 2 S
> < b < 2. (Consulta el Ejemplo 2). 3 6
1. sen(a + b) 12. sen(a — b) 26. ;Cuiles son las soluciones de la ecuacion tanx + 1 = 0
para0 < x < 27?
13. cos(a — b) 14. cos(a + b) 3
® T 3
15. tan(a + b) 16. tan(a — b) s T
T @ 7
En los Ejercicios 17-22, simplifica la expresion.
(Consulta el Ejemplo 3). L ‘s
En los Ejercicios 27—32, resuelve la ecuacion para
17. tan(x + ) 18 cos(x _ 71) 0 < x < 2. (Consulta el Ejemplo 4).
. . >
27. sen(x + 7—T) =1 28. tan(x - 7—T) =0
19. cos(x + 2m) 20. tan(x — 27 2/ 2 4
T T
: +7) - -=)=
21. sen(x - 3777-) 22, tan(x + g) 29 cos(x 6) cos(x 6) !

A e . 30. sen(x + 7—T) + sen(x - 7_T) =0
ANALISIS DE ERRORES En los Ejercicios 23 y 24, describe y 4 4

corrige el error cometido al simplificar la expresion.

23.

31. tan(x + 77) — tan(7m — x) = 0

tanx+ t n7—T
ar AN X 4 32. sen(x + ) +cos(x +m) =0
tan(x+— =

1+ tanxtan K
4 33. USAR ECUACIONES Deduce la identidad cofuncional

= fanixial L Sen(7—T — 0) = cos A usando la formula de diferencia
1+ tanx 2
=1 para la funcién seno.
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34.

35.

36.

37.

ARGUMENTAR Tu amigo dice que es posible usar la
férmula de diferencia para la tangente para deducir la

identidad cofuncional tan(g - 0) = cot 6. (Es correcto
lo que dice tu amigo? Explica tu razonamiento.

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Un fotégrafo
estd a una altura h tomando fotografias aéreas con una
camara de 35 milimetros. La razén entre la longitud
de la imagen WQ y la longitud

NA del objeto real estd dada T qeamara
mediante la formula 0,7
7/
h
_ w -

WQ _ 35tan(6 —#) + 35tan¢

NA htan 6

N A

donde 0 es el dngulo entre la linea vertical
perpendicular al suelo y la linea desde la camara

al punto A y ¢ es el dngulo de inclinacion del filme.
Cuando ¢ = 45°, demuestra que la férmula se puede
wo _ 70

10 (Consultael
NA 7l + an gy (Comsuliae

reescribir como
Ejemplo 5).

REPRESENTAR CON MATEMATICAS Cuando

una onda viaja a través de una cuerda tensada,

el desplazamiento y de cada punto en la cuerda

depende del tiempo ¢ y de la posicién del punto x. La

ecuacién de una onda estacionaria se puede obtener

sumando los desplazamientos de dos ondas que

vayan en direcciones opuestas. Supdn que una onda

estacionaria se puede representar mediante la férmula
2t 27X 2mt | 27X

y Acos(3 5)+Acos(3 + 5).

Sit = 1, demuestra que la férmula se puede reescribir

como y = —A cos %

REPRESENTAR CON MATEMATICAS La sefial de

ocupado en un teléfono de tonos es una combinacién

de dos tonos con frecuencias de 480 hertz y 620 hertz.

Los tonos individuales se pueden representar mediante

las ecuaciones:

480 hertz: y, = cos 960t
620 hertz: y, = cos 12407t

El sonido de la sefial de ocupado se puede representar
mediante y; + y,. Demuestra que y, + y, = 2 cos
11007t cos 1407mt.

38.

39.

40.

¢COMO LO VES? Explica cémo usar la figura para
resolver la ecuacién sen(x + %T) = sen(% - x) =0

para0 < x < 2.

y

fix) = sen(x + Z{)

CONEXIONES MATEMATICAS La figura muestra el
dngulo agudo de interseccidn, 6, — 6,, de dos lineas
con pendientes m; y m,.

AY y=mx + b1
\y = myx + by
02 — 6
6, 02
Pz \ >

a. Usa la féormula de diferencia para la funcién tangente
para escribir una ecuacién para tan (6, — 6,) en
términos de m, y m,.

b. Usa la ecuacion en la parte (a) para hallar el 4ngulo
agudo de interseccion de las lineasy = x — 1y

( 1 x+4—V§
V3 -2/ 2-v3

ESTIMULAR EL PENSAMIENTO Reescribe cada
funcién. Justifica tus respuestas.

a. Escribe sen 3x como una funcion de sen x.
b. Escribe cos 3x como una funcién de cos x.

c. Escribe tan 3x como una funcion de tan x.

Mantener el dOMinio de lag manMéficag Repasar lo que aprendiste en grados y lecciones anteriores

Resuelve la ecuacion. Verifica tu(s) solucion(es).

9 7 12,3 _ 8
41, 1 — = —= 42, =
x—2 2 X 4 x

(Seccion 7.5)

2x— 3 10
e +
x+1 x2-1 >
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9.5-9.8 (Queé aprendiste?

Vocabulario Esencial

frecuencia, pdg. 506
sinusoide, pdg. 507
identidad trigonométrica, pdg. 514

Conceptos Esenciales

Seccion 9.5

Caracteristicas de y = tan x y y = cot x, pdg. 498
Periodo y asintotas verticales de y = a tan bx y y = a cot bx, pdg. 499
Caracteristicas de y = sec x y y = csc x, pdg. 500

Seccion 9.6

Frecuencia, pdg. 506
Escribir funciones trigonométricas, pdg. 507
Usar la tecnologia para hallar modelos trigonométricos, pdg. 509

Seccion 9.7

Identidades trigonométricas fundamentales, pdg. 514

Seccion 9.8

Formulas de suma y diferencia, pdg. 520
Ecuaciones trigonométricas y férmulas de la vida real, pdg. 522

Practicas matematicas

1. Explica por qué la relacién entre 6y d tiene sentido en el contexto de la situacién en el
Ejercicio 43 de la pagina 503.

2. ;Cémo puedes usar las definiciones para relacionar la pendiente de una linea con la
tangente de un dngulo en el Ejercicio 39 de la pagina 5247

Necesitas mover una mesa pesada por la habitaciéon. ; Cual es la forma
mas facil de moverla? ;Deberias empujarla? ;Deberias atar una soga
alrededor de una pata de la mesa y tirar de ella? ;Cémo te puede
ayudar la trigonometria a tomar la decision correcta?

Para explorar las respuestas a estas preguntas y mas, visita
BigldeasMath.com.



Soluciones dinamicas disponibles

Ca p it u I 0 en BigldeasMath.com

m Trigonometria de tridngulo rectangulo (psgs. 4671-468)

Evalda las seis funciones trigonométricas del angulo 6.

Con base en el teorema de Pitdgoras, la longitud de la hipotenusa es

6
hip. = V62 + §2
=100 0
8
= 10.
Usando ady. = 8, op. = 6, e hip. = 10, los valores de las seis funciones trigonométricas de 6 son:
_op. _ 6 _3 _ ady. 8 4 _op. _6_3
=—"—F=—== 0=—>"=—=— tan = ——=—-==
Y T hip. T 105 SV T hip. 105 MU= dy. 8 4
_hip. _10_5 _hip. _ 10 _5 _ady. _8 _ 4
0=—"—=—== 0=——~=—== tg=—L=—=—
ST op 3 eV Ty, 8 4 . "6 3

1. En un tridngulo rectangulo, 6 es un dngulo agudo y cos 6 = 16—1. Evalta las otras cinco funciones
trigonométricas de 6.

2. Lasombra de un arbol mide 25 pies desde su base. El dangulo de elevacién hacia el sol es 31°.
(Cudl es la altura del arbol?

m Angulos y medida radian  (pigs. 469-476)

Convierte la medida en grados a radianes o la medida en radianes a grados.

T
. 110° b. 7T
a 12
dianes 7o _To . 180°
110° = 110 grados | =[RS —=—mdm€(—)
VR (180%) 2 12 >\ radiames
117
L = 105°
13

3. Halla un dngulo positivo y un dngulo negativo que sean coterminales con 382°.

Convierte la medida en grados a radianes o la medida en radianes a grados.

3 S

4. 30° 5. 225° 6. — 7. —
4 3

8. Un sistema de rociadores en una granja rota 140° y rocia agua hasta 35 metros. Dibuja un diagrama

que muestre la regién que se puede irrigar con el rociador. Luego halla el drea de la region.
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m Funciones trigonométricas de cualquier angulo (pdgs. 477-484)

Evalua csc 210°.

el Cuadrante III, entonces csc 210° = —csc 30° = —2.

Evalaa las seis funciones trigonométricas de 6.

9. y“(O, 1) 10. AY

Y, N,
' k (24, -7)

A

Evalda la funcion sin usar una calculadora.

12. tan 330° 13. sec(—405°) 14. senlSTﬂ-

El dngulo de referencia es 8’ = 210° — 180° = 30°. La funcién cosecante es negativa en

11. Ay

(=4, 6)
\

A

117
15. —
sec 3

m Hacer graficas de las funciones seno y coseno  (pdgs. 485-494)

a=l el eriodoesz—WZZ—ﬂ-=7T
27 &P b 2 T

Intersecciones: (0, 0); (% . T, 0) = (E, 0); (1, 0)

2
Maximo: (% o T, 1) = (W 1)

2] \a2
wimo: (2 m ~L) = (32, 1)
Minimo: ( 1 T, > 1’ 7

un factor de % de la grafica de f.

16. g(x) = 8cosx 17. g(x) = 6 sen mx

Haz una grifica de la funcién.

19. g(x) =cos(x + m) + 2 20. g(x) = —senx — 4

Capitulo 9

Identifica la amplitud y el periodo de g(x) = % sen 2x. Luego haz la grafica de la funcion y

describe la grafica de g como una transformacion de la grafica de f(x) = sen x.

La funcién es de la forma g(x) = a sen bx, donde a = % y b = 2 Entonces, la amplitud es

18. gx) = %cos 4x

21, g(x) =2 sen(x + g)

Repaso del capitulo

7

z .. . 1 .. .
P La grifica de g es un encogimiento vertical por un factor de 5 ¥ un encogimiento horizontal por

Identifica la amplitud y el periodo de la funcién. Luego haz la grafica de la funcién y describe la
grafica de g como una transformacion de la grafica de la funcion madre.
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m Hacer graficas de otras funciones trigonométricas  (psgs. 497-504)

a. Haz la grafica de un periodo de g(x) = 7 cot mx. Describe la grafica de g como una
transformacion de f(x) = cot x.

La funcién es de la forma g(x) = a cot bx, donde @ = 7y b = 7. Entonces el periodo es % =7
T
. 1
Int :( ,0)—(—”,0):(—,0)
ntersecciones: |- o 5
Asintotas: x = 0; x = o= 7—T,ox =1
|b| o

Puntos intermedios: (%, a) = (%T, 7) = (, 7);

B~ )-2

P La grifica de g es un alargamiento vertical por un factor de 7 y un encogimiento horizontal por

un factor de L de la grafica de f.
T

b. Haz la grafica de un periodo de g(x) = 9 sec x. Describe la grafica de g como una
transformacion de la grafica de f (x) = sec x.

Paso 1 Haz la gréfica de la funcién y = 9 cos x.
El periodo es 2 21T,
Paso 2 Haz una grafica de las asintotas de g. Dado que

|

|

|

|

las asintotas de g ocurren cuando 9 cos x = 0, |
3 if
2

|

|

|

haz una grifica de x = —g, x= %T, yx = =5 -

Paso 3 Marca los puntos en g tal como (0, 9)y
(7, —9). Luego usa las asintotas para dibujar
la curva.

P La grifica de g es un alargamiento vertical por un factor de 9 de la grifica de f.

Haz la grafica de un periodo de la funcion. Describe la grafica de g como una transformacion
de la grafica de su funcion madre.

22, g(x) = tan %x 23. g(x) =2cotx 24, g(x) = 4 tan 37x

Haz una grafica de la funcion.

25. g(x) =5cscx 26. g(x) = sec %x
_ 1 T
27. g(x) = 5 sec mx 28. gx) = 5 csc Zx

Capitulo 9 Razones y funciones trigonométricas



m Representar con funciones trigonométricas  (psgs. 505-512)

Escribe una funcion para la sinusoide que se muestra.

o

32.

Paso1 Halla los valores minimo y maximo. Con
base en la gréfica, el valor maximo es 3 y el
valor minimo es —1.

Paso 2 Identifica el desplazamiento vertical, k. El valor
de k es 1a media de los valores mdximo y minimo.

_ (valor maximo) + (valor minimo) _ 3+ (=1) _ 2 _
B 2 2 2
Paso 3 Decide si la grafica deberia modelarse mediante una funcién seno o coseno. Dado que
la grafica cruza la linea media y = 1 en el eje y y luego disminuye a su valor minimo, la
grafica es una curva de seno con una reflexion en el eje x y sin desplazamiento horizontal.
Entonces, h = 0.

k

1

Paso 4 Halla la amplitud y el periodo.
El periodo es 2777 = 2777 Entonces, b = 3.

La amplitud es

_ (valor maximo) — (valor minimo) _ 3 — (—1) _ 4 _
Ja| = - =27,
2 2 2
Ya que la gréfica es una reflexion en el eje x, a < 0. Entonces, a = —2.

P Lafunciénesy = —2sen3x + 1.

Escribe una funcién para la sinusoide.

29.

Pones un reflector en un rayo de una rueda de tu bicicleta. El punto mds alto del reflector es

25 pulgadas sobre el suelo, y el punto mas bajo es 2 pulgadas. El reflector hace 1 revolucién
por segundo. Escribe un modelo para la altura 4 (en pulgadas) de un reflector como una funcién
del tiempo 7 (en segundos) dado que el reflector estd en su punto mas bajo cuando ¢t = 0.

La tabla muestra la precipitacién mensual P (en pulgadas) para Bismarck, Dakota del
Norte, donde ¢ = 1 representa enero. Escribe un modelo que dé P como funcién de 7 e
interpreta el periodo de su gréfica.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12

P |05/05[09 152226 26|22 16|13 07|04
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Usar identidades trigonométricas  (pdgs. 5713-518)

2
Verifica la identidad Cotall = csc 6 — sen 6.
csc 0
2 20 _
CC:tC g = Csccsz 0 L Identidad pitagorica
_csc?h 1

Escribe como fracciones separadas.
cscf csch

=csc O —

Simplifica.
o implifica

=csc § — sin 6 Identidad reciproca

Simplifica la expresion.

33. cot?x — cot? x cos? x 34, Eeomiglsecr s 1) 35. sen(7—T — x) tan x
tan x 2
Verifica la identidad.
36 migx = cosZx 37. tan(g — x) cotx =csc2x — 1
an? x

m Usar férmulas de suma y diferencia (pdgs. 519-524)

Halla el valor exacto de sen 105°.

sen 105° = sen(45° + 60°) Sustituye 45° + 60° por 105°.

= sen 45° cos 60° + cos 45° sen 60° Férmula de suma para seno
=\/§-1+@-ﬁ Evalta

2 2 2 2 '
_V2+Ve -
= implifica.

4
P> El valor exacto de sen 105° es w

Halla el valor exacto de la expresion.

38. sen75° 39. tan(—15°% 40. cos%

41. Hallatan(a+b),dad0quetana=iconﬂ'<a <377Tytanb=%con0<b <7ET.

Resuelve la ecuacion para 0 < x < 2.

42. cos(x alx 3777) ol cos(x = 3777) =1 43. tan(x + m) + cos(x alx %T) =0

Capitulo 9 Razones y funciones trigonométricas



Verifica la identidad.

cos?x +sen’x _ 1 +senx COS X
———5 — = cos’x 2. +
1 + tan” x cos X 1 + senx

=2secx 3. cos(x + 3777) = sen x

4. Evalua sec(—300°) sin usar una calculadora.

Escribe una funcion para la sinusoide.

(2, 5) 6.

R

Haz una grifica de la funcion. Luego, describe la grifica de g como una transformacion
de la grafica de su funcion madre.

N+
x

7. o(x) = —4 tan 2x 8. g(x) = —2 cos %x +3 9. ¢(x) = 3csc mx

Convierte la medida en grados a radianes o la medida en radianes a grados. Luego halla
un angulo positivo y un angulo negativo que sean coterminales con el angulo dado.

da 12. 87

10. —50° 1.
5 3

13. Halla la longitud del arco y el drea de un sector con radio » = 13 pulgadas y dngulo central § = 40°.

Evalda las seis funciones trigonométricas del angulo 6.

14. y 15. y

A
><V

:X

(—1,?))
(21 79)

16. ;A qué cuadrante pertenece el lado terminal de 6si cos 6 < Oy tan 6 > 0? Explica.

17. ;Cuadl es la altura del edificio? Justifica tu respuesta.

5 pies —*
18. La tabla muestra las temperaturas altas promedio diarias 7 (en grados Farenheit) en Dibujo no hecho a escala

Baltimore, Maryland, donde m = 1 representa enero. Escribe un modelo que dé 7 como
funcién de m e interpreta el periodo de su gréfica.

m | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12

T |41 | 45 | 54 | 65 74 | 83 | 87 | 8 | 78 | 67 | 56 | 45
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(Qué expresiones son equivalentes a 1?

cos?(—x) tan? x
sen?(—x)

tan x sec x cos x sen? x + cos? x

m
COS(E - x) CSC X

(,Qué expresion racional representa la razén entre el perimetro y el drea de la zona de
juegos que se muestra en el diagrama?

9
@ -

11
® -

1

X

™ 1

2x

La tabla muestra las temperaturas mensuales promedio (en grados Farenheit) y los
usos de gas (en pies cubicos) de un hogar durante 12 meses.

a. Usa una calculadora gréfica para b bril
hallar modelos trigonométricos para la Enero Febrero Marzo Abri
temperatura promedio y; como funcién o o o o
del tiempo y el uso de gas y, (en miles de 32°F 2I°F I5°F 22°F
pies ctibicos) como funcién del tiempo. 20,000 pies’ | 27,000 pies® | 23,000 pies’ | 22,000 pies?
Imagina que t = 1 representa a enero.

b. Haz una grifica de las dos ecuaciones Mayo Junio Julio Agosto

- | mi )
de regresién en el mismo plano d? 35°F 49°F 62°F 78°F
coordenadas en tu calculadora gréifica.
Describe la relacion entre las gréficas. 21,000 pies® | 14,000 pies® | 8,000 pies 9,000 pies?
Septiembre Octubre Noviembre | Diciembre
71°F 63°F 55°F 40°F
13,000 pies? | 15,000 pies® | 19,000 pies® | 23,000 pies?

Evalda cada logaritmo usando log, 5 = 2.322 y log, 3 = 1.585, si es necesario.
Luego ordena los logaritmos por valor, de menor a mayor.

a. log 1000 b. log, 15
c. Ine d. log,9
e. logzg f. log, 1
Capitulo 9 Razones y funciones trigonométricas



(,Qué funcion no estd representada mediante la grafica?

A y=5senx y

5
y:Soos(g—x) /\ J
X

© y=500s(x+g) 2

A

|
|5
NI T
<

D y=—5sen(x + m

Completa cada enunciado con < 0 > de manera que cada enunciado sea verdadero.

a. 0 3 radianes
b. tan 0 0
c. 0 45°

Usa el Teorema de la Raiz Racional y la gréfica para hallar todos los ceros reales de la
funcion f(x) = 2x3 — x> — 13x — 6.

A
xY

L~
~—~—

/

/
[T\
Y

Tu amigo dice que —210° es coterminal con el dngulo 5?77 (Es correcto lo que dice tu
amigo? Explica tu razonamiento.

La Compaiiia A y la Compaiifa B ofrecen el mismo salario anual inicial de $20,000. La
Compaiiia A da un aumento de $1000 cada afno. La Compaiifa B da un aumento de 4%
cada afio.

a. Escribe reglas que den los salarios a, y b, para tu enésimo afio de empleo en
la Compaiiia A y en la Compaiifa B, respectivamente. Indica si la secuencia
representada mediante cada regla es aritmética, geométrica o ninguna de
las dos.

b. Haz una gréfica de cada secuencia en el mismo plano de coordenadas.
¢. (Bajo qué condiciones elegirias trabajar para la Compaiiia B?

d. Después de 20 afios de empleo, compara tus ganancias totales.
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